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Introdugao

A evolugao da Matematica frequentemente é agucada por questionamentos e
indagagoes que requerem novos estudos. No caso especial da Geometria, essa si-
tuagdo se manifesta ja na Grécia Antiga com o surgimento de trés problemas que
exigiram muito tempo de estudo até que sua solucio final fosse encontrada. Hoje

eles sdo conhecidos como os problemas classicos da Antiguidade, a saber:

« A duplicagao do cubo: construir o lado de um cubo cujo volume seja o dobro
do volume de um dado cubo. (Tomando-se como unidade de comprimento a
medida da aresta do cubo dado, o problema se reduz a construgao de um seg-
mento de medida 32 a partir de um segmento unitario.)

o A trisseccdo de um angulo: dividir um angulo arbitrario em trés partes iguais.

o A quadratura do circulo: construir o lado de um quadrado cuja area seja igual
a area de um dado circulo. (Tomando-se como unidade de comprimento o raio
do circulo dado, o problema se reduz a constru¢ao de um segmento de medida
Jr a partir de um segmento unitario.)

E importante esclarecer que as construgdes solicitadas nesses problemas devem

necessariamente se restringir a utilizagdo (numa quantidade finita de vezes) dos
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chamados instrumentos euclidianos: uma régua
nao graduada, isto é, sem marcas e um compasso
caracterizado pelo fato de que ao levantar um de
seus bragos do papel ele se desmonta. Com a régua
euclidiana é permitido tio somente desenhar a reta
passando por dois pontos dados enquanto que o
compasso euclidiano é usado apenas para tragar a
circunferéncia que passa por um dado ponto e que
tem um segundo ponto dado como centro (veja
Nota da RPM no final do artigo).

Apesar dos esfor¢cos de muitos matematicos em
resolver tais problemas (alguns amadores tentam até
hoje!), foi somente no século XIX, mediante argu-
mentos algébricos, que se estabeleceu de modo defi-

nitivo a impossibilidade de resolvé-los.

Nao conseguindo resolver os problemas classicos
sob as severas condi¢cdes impostas aos instrumen-
tos euclidianos, os gregos buscaram descobrir novos
meios que os levassem a uma solugao. Por exemplo,
constataram que a duplica¢ao do cubo podia ser re-
solvida com a intersec¢do ou de duas parabolas ou de
uma hipérbole equilatera com uma parabola. Ainda
nesse contexto, foram realizados grandes avancos
na area da Geometria com a descoberta de diversas
curvas exoticas, tais como a conchdide de Nicome-
des, a cissdide de Diocles e a espiral de Arquimedes.

Para maiores detalhes veja Carvalho (2004).

Neste artigo focaremos as aten¢des numa curva
que, de acordo com Papus de Alexandria, é uma das
mais antigas, possivelmente, a primeira depois da
reta e da circunferéncia. Ela foi usada primeiramen-
te por Hipias de Elis, que nasceu por volta de 460
a.C., para a solugdo da trissec¢do do angulo e pos-
teriormente por Dinostrato, que viveu por volta de
350 a.C., para o problema da quadratura do circulo.
Por isso, nos dias de hoje ela é referida na literatura

tanto por trissetriz quanto por quadratriz.

As seguintes indagagdes surgem de modo natu-
ral: de que forma a quadratriz resolve o problema
classico da quadratura do circulo? Por que, mesmo

apos essa solugdo, quadrar um circulo utilizando os

instrumentos euclidianos é impossivel? A busca por
essas respostas constitui nosso objetivo primordial e
queremos fazé-lo com uma linguagem acessivel que
apresente ao leitor a beleza que a Matematica traz
em sua esséncia.

A quadratriz

Construindo a quadratriz

O processo de construcio dessa curva é cinema-
tico, pois ela é obtida pelos pontos de intersec¢ao
de duas semirretas em movimento uniforme. Sua
constru¢do pode ser descrita da seguinte maneira:
sejam OA e OB dois raios perpendiculares de
uma circunferéncia de centro O eraio R; considere
asemirreta r de origem B e que é paralela a OA,
como na figura 1 abaixo, e a semirreta s de origem
O e que passa por B. Imagine-se, entdo, que a par-
tir de um mesmo instante, a semirreta r comece a
se deslocar para baixo uniforme e paralelamente em
diregdo a OA e que a semirreta s comece a girar
no sentido horario uniformemente em torno de O
também na dire¢do de OA. Suas velocidades sio
tais que os dois movimentos terminam simultanea-
mente com r e s chegando juntos em OA. A qua-
dratriz é a curva formada pelos pontos de intersec-
¢d0 de cada posi¢ao da semirreta r com a respectiva

posicdo da semirreta s.

B

R/2

figura 1

Um ponto da quadratriz obtido pela
intersecdo de uma mediatriz e uma bissetriz

A (im)possibilidade da quadratura do circulo por meio da quadratriz
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A (im)possibilidade da quadratura do circulo por meio da quadratriz

Observamos nas liguras 1 ¢ 2 que varios pon-
tos da quadratriz (nao todos!) podem ser obtidos
com os instrumentos cuclidianos por meio da in-
tersecqao de mediatrizes ¢ de bissetrizes.

Notamos ainda que o ponto X assinalado na
ligura 2 nao esta definido pelo processo cinema-
tico acima descrito. Cada ponto da quadratriz ¢
determinado como a intersecgao de duas semir-
retas. Contudo, essas semirretas coincidem no
[inal do processo ¢, portanto, nao se inlersectam
num unico ponto. Tal ponto X corresponde, na
verdade, a posigao limite dos pontos da quadra-

triz. quando os dois movimentos terminam.

sectam o segmento OC na figura 2 intersectardo a
quadratriz nos pontos U e V tais que

m(LAOU) =m(LUOV)=m(LVOP) = %m(LAOP).

Com referéncia a figura 3 abaixo, temos que um
ponto arbitrario (x, y) da quadratriz satisfaz a re-

0
lagdo P —, ouseja, 0= ﬂ. Mas, tan0= 2
R T, 2R x
de modo que a equagdo cartesiana da quadratriz é
dada por
szzycot(ﬂ), 0<y<R.
tan(%) 2R

ligura 2

Varios pontos da quadratriz obtidos

pelaintersegao de mediatrizes ¢ bissetrizes

Propriedades da quadratriz

Como o movimento da semirreta r tem ve-
locidade constante, a distancia por ela percorrida
¢ proporcional ao lempo gasto no seu percurso.
Analogamente, a amplitude do arco BA ¢ pro-
porcional ao tempo gasto no percurso da semir-
reta s, Como os dois movimentos comegam ¢
lerminam simultancamente, os lempos gaslos
por r ¢ por s sao iguais ¢, portanto, existe uma
proporcionalidade entre a distancia percorrida
por r ¢aamplitude angular percorrida por s.

Observe que essa propriedade da quadratriz
reduz o problema da trissecgao de um angulo ao
problema de dividir um segmento em trés partes

iguais. Por exemplo, as paralelasa OA  que tris-
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figura 3

Relagdo entre as coordenadas de um ponto
qualquer da quadratriz

A grande contribui¢do de Dinostrato foi perce-
ber que a solugdo do problema da quadratura do
circulo estava relacionada com o calculo da dis-
tancia OX. Por uma questao de simplicidade, essa
distancia sera aqui deduzida usando-se as técnicas
do Calculo Diferencial, em especial o limite funda-

mental lim sent _ 1. No Capitulo VII do primeiro
t—0 t
volume de Heath (1981) encontramos esse cdlculo

como efetuado pelo matematico grego.




Considerando-se a equacgdo cartesiana da qua-
dratriz, o valor da distancia OX ¢ igual ao valor de
x quando y se aproxima de 0. Assim,

cos(X2)
OX = lim ycot(—= y)— lim y—
y—0 2R y>0 sen( y)
. cos( ) 2R
hm—y .
0 7 T
y=> sen(ZR)
oy
2R

Dessa forma, com o auxilio da quadratriz, é pos-
sivel a construgdo de um segmento cujo compri-
mento ¢é igual a 2R/m.

O problema da Quadratura do Circulo

A possibilidade

7

Dados trés segmentos de medidas a, b e ¢, ¢
bem conhecida a constru¢io, com os instrumentos

1 . ab
euclidianos, do segmento de comprimento x =—.
c

Basta posicionar os segmentos dados como na figu-
ra 4 abaixo, com AC e BX paralelos entre si. Pelo

Teorema de Tales, temos X — b que equivale a ex-

pressdo desejada. a ¢

figura 4

Construgio de ab/c

Em particular, dada uma unidade 1 podemos

obter, com os instrumentos euclidianos, os segmen-

. 1
tos de comprimentos ab, 2 ¢ 1 tomando-se, na

¢ c
construgdo acima, c=1, b=1 e ab=1, respecti-

vamente.

Outra constru¢do conhecida refere-se a obten-
o, com os instrumentos euclidianos, do segmento
de comprimento Jk onde sio dados uma unidade
1 e um segmento de medida k.

Na figura 5 abaixo os segmentos AB e BC tém
medidas k e 1, respectivamente, e a circunferéncia
de diametro AC intersecta a perpendicular a AC
em B nospontos D e E. Utilizando-se as relagoes
métricas no triangulo retdngulo AACD, obtemos

BD = k.

figura 5

Construgdo da raiz quadrada

Retornando ao problema da quadratura do cir-
culo, vimos que a quadratriz nos fornece um seg-

. 2R .
mento de comprimento ——. Dada uma unidade 1,
i
as constru¢des acima descritas nos permitem obter

sucessivamente, com os instrumentos euclidianos,
os segmentos de comprimentos n/2R, T e VT.

A impossibilidade

Um dos argumentos que certamente invalida a
solu¢do do problema da quadratura do circulo usan-
do a quadratriz ¢ o fato que, para construir o seg-

e . 2R . -
mento OX de comprimento ——, sdo necessarias
T
infinitas operagdes graficas com os instrumentos

euclidianos, uma vez que o ponto X corresponde a
uma posi¢do limite da quadratriz. E, nas regras esta-
belecidas para as construgdes euclidianas, esse fato
¢ inaceitavel.

Outra critica levantada por alguns autores é que
o principal impasse para a constru¢ao da quadratriz
¢ saber sincronizar as velocidades, o que equivale a

A (im)possibilidade da quadratura do circulo por meio da quadratriz
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conhecer a relagao entre o perimetro do circulo e o seu didmetro. Porém, conhecer tal relacdo ja seria
resolver o problema da quadratura do circulo.
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Nota da RPM

Com o chamado compasso moderno pode-se tragar a circunferéncia de centro dado e raio igual ao compri-
mento de um dado segmento. Assim, a diferenca essencial entre o compasso euclidiano e o compasso moderno
seria que este Ultimo permite explicitamente o transporte de distancias e o primeiro ndo. Por conta disso, o leitor

- f o« » 1 . A
poderia julgar que o compasso moderno ¢ mais “poderoso” que o euclidiano. No entanto, essa impressao ¢é falsa!
Mostraremos a seguir que, na presenga da régua euclidiana, o compasso euclidiano também efetua o transporte de
distincias (evidentemente com um nimero maior de operagdes graficas) de modo que, nessas condi¢des, eles sdo

equivalentes.

Problema. Dados um ponto A e um segmento BC construir, com os instrumentos euclidianos, um segmento
AF tal que AF = BC.

Solugdo. Trace, com o compasso euclidiano, a circunferéncia de centro A e que passa por B e a circunferéncia
de centro B e que passapor A. Sendo D um dos pontos de intersec¢ao dessas circunferéncias sabemos que AABD
¢ um triangulo equildtero. Seja E o ponto de intersec¢do da circunferéncia de centro B e que passa por C com
a semirreta DB tal que B estaentre D e E. Finalmente, sendo F o ponto de intersec¢do da circunferéncia de
centro D e que passa por E com a semirreta DA temos AF=BC. Com efeito, como DA + AF = DF=DE =
DB + BE = DA + BC, segue que AF = BC.




