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RESUMO

Esta pesquisa apresenta a investigacdo do significado
epistemolégico dos diagramas na produgcdo do conhecimento
matematico e no ensino de matematica. Conduzindo a pesquisa
segundo a orientacdo fenomenoldgica, nos interessa compreender o
tema investigado e expor os modos pelos quais ele é relevante para a
Educacdo Matematica. Questionamos, inicialmente, o modo como as
figuras sdo tratadas na literatura educacional. Porém, o processo de
investigacdo ampliou as possibilidades de compreensao e nos
encaminhou para a leitura de textos de Filosofia e Filosofia da
Matematica. Nesse contexto encontramos uma distincdo entre figura
e diagrama. Compreendemos, no contexto historico-cultural, como os
diagramas foram relevantes para a producdo do conhecimento
matematico. Indagamos o significado dos diagramas no cenario da
producao atual. Foram obtidas, das entrevistas, descricbes de
sujeitos que estdo, em seu cotidiano, envolvidos tanto com a
produgdo quanto com o ensino de Matematica. Da andlise dos dados
chegamos a trés grandes regides de convergéncias ou categorias
abertas que expressam o modo como os diagramas sao significativos:
para o entendimento de situacbes matematicas, para a busca de
solucdées e investigacdo de situagcbes matematicas com vistas a
generalizagcdo;, como recursos de linguagem para comunicar o
compreendido e produzido em Matematica. Na analise hermenéutica
dessas categorias, avangcamos na direcdao de uma meta-compreensao
da investigacdo e do seu processo, expondo a relevancia do tema

para a Educacao Matematica.

Palavras  Chave: Diagrama; Fenomenologia; Producdao do
Conhecimento, Matematico; Geometria; Educacdo Matematica.
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ABSTRACT

This research work discusses the investigation of the
epistemological meaning of diagrams on the production of
mathematical knowledge and on the teaching of mathematics. Taking
the research work on a phenomenological direction, it is our interest
to understand the researched theme and to elucidate its relevant
ways to Mathematics Education. We questioned, firstly, the way the
figures are treated in the educational literature. But, the investigation
process expanded the possibilities of comprehension and took us to
the Philosophy and Philosophy of Mathematics literature. In this
context, we found a distinction between figure and diagram. We
understood, in the historical-cultural context, how the diagrams were
relevant to the production of mathematical knowledge. We questioned
the meaning of the diagrams in the scenery of actual production. It
came out from the interviews, descriptions of the subjects who are, in
their day by day, involved as much with production as with the
teaching of Mathematics. It came out, from the data analysis, three
large regions of convergences or open categories which show the way
how the diagrams are meaningful: to the understanding of
mathematical situations, to the seeking of solutions and investigation
of mathematical situations towards generalization; as language
resources to communicate the understood and produced in
Mathematics. From the hermeneutics analysis of these categories, we
got ahead towards a meta-understanding of investigation and its
process, elucidating the relevance of the theme to the Mathematics
Education field.

Keywords: Diagram; Phenomenology; Production of Mathematical
Knowledge; Geometry: Mathematics Education.
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RESUME

Dans cette recherche on montre [I’étude sur e signifié
épistemologique des diagrammes pour la production des connaissances
mathématiques dans l’enseignement des mathématiques. La recherche a
été mené selon la direction phénoménologique et ce qui nous a préoccupé,
en particulier, c’était la compréhension du sujet de la recherche et nous
voulons, encore, exposer le moyens qui le rend intéressant pour
I’Education Mathématique. D’abord, nous avons questionné la fagon
comme les figures sont exploitées dans la littérature éducationnelle. Mais,
les processus de la recherche ont amplifié les possibilités de
compréhensién et nous a conduit a la lecture des textes de Philosophie et
de Philosophie des Mathématiques. Ce dans ce contexte que nous avons
rencontré la distinction entre figure et diagramme. Nous avons compris,
dans le contexte historique-culturel, comment les diagrames ont été
intéressants pour la production de connaissance mathématique. Ceci nous
a conduit a nous demander sur le signifié des diagrammes dans le cenério
de la production mathématique actuelle. Nous avons recueillit, dans les
entretiens, les descriptions des personnes qui, dans leur quotidien,
travaillent avec la recherche en mathématique or sur I’enseignement des
mathématiques, L'analyse des dones nous a permis de repérer trios grands
régions de convergence or des catégories ouvertes qui montrent que les
diagrames sont significatifs: pour la compréhension des situations
mathématiques, pour la recherche des solutions et des situations
mathématiques dont le but c’est la généralisation, comme un langage pour
communiquer c’est qui a été compris et produit en Mathématique. Dans
I’analyse herméneutique de ces catégories, nous avons avancé en
direction d’une méta-compréhension de la recherche et de son processus
en permettant d’exposer I'intérét du sujet pour I’'Education Mathématique.

Mots clés: Diagramme, Phénoménologie, Production de
Connaissance, mathématicien, Gémétrie, Education Mathématique.
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“A ponte é um lugar ... Esses lugares podem ser fixados como
simples posi¢cdes entre as quais subsiste um intervalo mensurdvel ...
Enquanto intervalo temos um “spatium”, ou seja, um espaco-entre
Nesse espaco a ponte se mostra como uma coisa qualquer que ocupa
uma posicao ... mas isso s6 ndo basta. ... Os espacos que percorremos
diariamente sdo “arrumados” pelos lugares ... O espaco nem é um
objeto exterior e nem uma vivéncia interior. ...

Mesmo quando nos relacionamos com coisas que ndo se encontram
numa proximidade estimdvel, demoramo-nos junto as coisas elas
mesmas.

Vista do Carninho dos Fildsofos

z

O que fazemos ndo € simplesmente representar, como se costuma
ensinar, dentro de ndés coisas distantes de nds, deixando passar em
nosso interior € na nossa cabeca representacdes como sucedaneos das
coisas distantes. Se agora — ndés todos lembramos da antiga ponte de
Heidelberg , esse levar o pensamento a um lugar ndo € meramente uma
vivéncia das pessoas aqui presentes. Na verdade pertence a esséncia
desse nosso pensar sobre essa ponte o fato de o pensamento poder ter
sobre si a distidncia relativa a esse lugar. A partir desse momento em
que pensamos, estamos junto daquela ponte 14 e ndo junto a um
conteddo de representacdo armazenado em nossa consciéncia. Daqui,
podemos, até mesmo, estar bem mais proximos dessa ponte e do espaco
que ela déd e arruma, do que quem a utiliza diariamente como meio
indiferente de atravessar os espacos ...”(Martin Heidegger. 2002.).



Capitulo I. Introducao

1.1. Da pré-ocupacao a interrogacao: expondo o movimento
realizado

Holz (madeira, lenha) € um nome antigo para Wald (floresta).
Na floresta (Holz) ha caminhos que, o mais das vezes sinuosos,
terminam perdendo-se, subitamente, no ndo-trilhado.
Chamam-se caminhos de floresta (Holzwege).

Cada um segue separado, mas na mesma floresta (Wald).
Parece, muitas vezes, que um € igual ao outro. Porém, apenas
parece ser assim.

Lenhadores e guardas florestais conhecem os caminhos.
Sabem o que significa estar metido num caminho de floresta’.

(Martin Heidegger, 2002)

Comecar € sempre algo que gera inseguranca e revela incertezas. As
palavras iniciais parecem ser sempre aquelas que mais demoram a ser escritas e
que menos nos soam familiares. O som de cada uma delas nos assombra como
um eco que repete, incansavelmente, a necessidade de uma revisdo. Parece que
h& tanto a ser dito e nada que esteja bom o suficiente. Achar o fio que conduzira,
sem embaracos, o deslizar da linha, parece uma tarefa insuportavel.

A opcao tem que ser feita. O inicio parece ser muito mais do que um simples

start. Mas o alivio de que “é s6 o comeco” encoraja o escritor.

* Em nosso entender Heidegger usa Wald para falar de uma floresta de mata aberta, passivel de ser percorrida
pelo homem, enquanto Holz é usado para dizer de uma floresta de mata densa, praticamente impenetravel.
Segundo nota do tradutor “O Holzweg € um trilho rodeado do ndo dominado, denso, angustiante, que pode
acabar sem levar propriamente a nada, uma aporia. O meter-se por tais caminhos pode ser siluiscere gehen zu
sehr ins Holz (embrenhar-se na floresta), verwelderen (tornar-se selvagem).
Os caminhos do mato, estreitos e sinuosos, mais que atravessa-los, levam quem o tenta fazer a descobri-lo
como tal, embrenhando-se no seu interior sem saida. “Perder-se” por esses caminhos €, pois, encontrar a
floresta, encontrar-se nela. Desse modo, justifica o tradutor, entrar num Holzw € descobrir-se com ela e nela”.
(Martin Heidegger. Caminhos de Floresta. Nota do Tradutor. 1998, p. IX).
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Pensar ... parar ... escrever ... apagar ... recomegar... parece que se
encontra a primeira palavra: motivagdo. Ela € o que vem nos dar seguranga para
arriscar o comeco. Falar do motivo que leva o pesquisador a realizar o seu
trabalho é uma tarefa razoavelmente facil, ja que é o que, durante todo o
processo, o acompanha. E também o que o leitor deseja saber: a pretensdo da
pesquisa que se expde na escrita do texto final.

O que nos move na realizacao deste trabalho, o motivo, ou a motivacao é o
interesse em saber qual € a relevancia dos aspectos visuais no contexto da
Ciéncia Matematica.

Optamos, entdo, por comegar explicitando esse interesse da pesquisa e 0
caminho que escolhemos trilhar para realizar a investigacao.

O inter-esse consideramos importante explicitar por ser ele o que nos coloca
sob, entre e no meio das coisas; [levando-nos a nela estar| de permeio, e no meio
dela persistir (Heidegger, 2002, p. 113). O interesse € o que faz o pesquisador
comecar e permanecer na investigacdo atento aos detalhes, avido por
compreensoes.

Ja o caminho merece atencao por ser o que indica o modo pelo qual somos,
estamos e permanecemos no meio do que € investigado.

O interesse leva-nos a querer compreender a natureza e a fung¢do da
visualizagdo em geometria. Esta é a inquietagao inicial que nos pde a caminho.

No caminhar a inquietacdo vai sendo questionada, vai expondo seus perfis,
revelando suas ambicdes e, finalmente, encontra-se um modo de coloca-la numa
frase interrogativa. A pergunta se estrutura, toma corpo e expde-se com clareza.
Ao expor-se ilumina e passa a dirigir o caminhar. Ela tem sentido e busca sentido.
Tem sentido, uma vez que o perguntar espreita por uma fresta aberta pela
experiéncia vivida. Busca sentido, ja que almeja conhecer mais do que é sabido.

O querer saber mais é pensado a partir da experiéncia vivida. E um estar
resoluto que se dispde a ir além do existente, a abrir-se para as possibilidades que

se mostram desde a vivéncia sem ficar no mero vivenciar.



O recurso as figuras no ensino de geometria € um tema que nasce como
passivel de tematizacdo' em minha préatica, no trabalho de sala de aula, portanto,
na experiéncia vivida como professora de geometria, do curso de Licenciatura em
Matematica, que vé, nas figuras, recursos disponiveis para que 0s alunos
compreendam o enunciado de um problema e sejam capazes de acompanhar
demonstracoes.

No trabalho cotidiano de sala de aula, as figuras revelam, para mim, um
sentido didatico e se constituem num apoio a tarefa de ensinar geometria.
Percebo, ao olhar atentamente para o fazer dos alunos, que as figuras sdo um
apelo visual relevante para a atribuicdo de significados as situacbes geométricas.

Isso me leva a questionar a relevancia das figuras, buscando por uma
fundamentacao teérica. Evidéncias da validade da utilizagdo de imagens sao
encontradas, inicialmente, em textos que discutem a utilizagdo de recursos para o
ensino de geometria, especialmente na educacdo basica. Os desenhos sao
considerados como uma possibilidade disponivel como recurso. Os diferentes
trabalhos encontrados discutem as figuras e incentivam ou ndo seu uso didatico,
tecendo argumentacdes que me fazem compreender a intengéo inicial. O caminho
comeca a ser trilhado e o desejo do que se busca vai tornando-se claro. A reflexao
acerca de uma pratica de sala de aula leva a investigacdo da validade de uma
metodologia com fundamentos didaticos. A necessidade de compreender o
sentido do recurso utilizado mostra o real interesse que acima apenas apontamos:
a natureza da visualizagdGo em geometria.

Essa natureza, porém, ndo se restringe ao ambito da sala de aula, embora
ele seja o desencadeador. A investigacao inicia-se com o fazer didatico,
questionando-o e buscando entendé-lo, mas caminha na direcdo da producao
matematica. O objetivo do estudo e o caminho vao se mostrando no ato de
caminhar. O querer saber sobre a visualizacao nos leva a questiona-la na propria
construgcdo do conhecimento matematico. A via didatica vai se entrelacando de
maneira epistemolédgica e nos movemos da questao relativa ao ensino para a da

producdo em matematica.

' O sentido da palavra tematizacio, tal qual ele estd sendo assumido neste trabalho, serd explicitado com mais
detalhe no decorrer do texto.
4



Busca-se uma analise critica, tanto do que se faz na pratica da sala de aula,
quanto da atividade profissional do matemaético.

As questdes relativas a didatica sao abertura inaugural e apontam novos
rumos € novas preocupacoes. As possibilidades de investigacdo vao se abrindo e
interessa saber se as figuras sao (ou foram) relevantes na producdo do
conhecimento matematico; se as figuras podem ser vistas como algo que possui
mais do que uma validade didatica; se as figuras auxiliam (ou auxiliaram) os
matematicos nos processos de construcdo da geometria que hoje é objeto de
estudo no curso de matematica desde a educacéo basica até o ensino superior.

Nesse percurso, a paisagem vai se abrindo e mostrando o que procuramos:
investigar a natureza desses objetos - as figuras - e o sentido com que eles
sao vivenciados tanto na producdo do conhecimento matemdtico quanto na

aprendizagem dessa Ciéncia, e, como corolario, do seu ensino.

1.2. As primeiras leituras: expondo o panorama geral em que vai

se constituindo a compreensao do tema

O dialogo com os autores vai dando condicoes de refletirmos sobre a
intencdo da pesquisa e a inquietagdo inicial que nos motivou. Vai abrindo
possibilidades de compreenséao e favorecendo a exposicao clara da pergunta que
dirige o olhar, e nos leva a interrogar o fenédmeno investigado.

As leituras iniciais foram aquelas do contexto didatico, isto é, aquelas que
falam das figuras ou dos recursos visuais para o ensino de matematica. Essa
opcao tem um fundamento na prépria origem da inquietacdo: o querer saber sobre
as figuras nasce na realidade vivida em sala de aula, na vivéncia de professora.
Portanto a opcéo privilegia 0 querer saber nascido na experiéncia vivida.

Alguns autores com os quais iniciamos os dialogos nos trazem contribuicoes,

tanto para a compreensao do que € investigado, como para o proprio processo de



investigacdo. Sao essas compreensdes refletidas e interpretadas que trazemos no
texto de nosso trabalho articulando nossa inquietacao.

No livro "aprendendo e ensinando geometria’, por exemplo, ha, no
capitulo 2%, uma discussdo relativa ao problema do desempenho dos alunos em
geometria e ressalta que é preciso que o curriculo reflita as diferentes visées que
se pode ter dessa disciplina para que ela seja compreendida pelos alunos. Essas
diferentes visbes o autor denomina "dimensées" do conhecimento geométrico.
Uma delas diz respeito "a geometria como estudo da visualizacao, do
desenho e da construcado de figuras" (Lindquist, 1994, p. 32) e propée um
trabalho em sala de aula que considere a construcado de figuras, inclusive com
régua e compasso, bem como as possibilidades de transformacdes, quer por
reflexdes, translacdes, rotacbes ou variacdo de tamanhos (semelhanga) que
possam vir a auxiliar na construcao de relacdes entre figuras e suas propriedades.

Esclarecemos que, nessa obra, os autores ndo propéem uma primazia da
figura. Ou seja, ndo ha uma defesa de que a geometria seja entendida apenas no
seu aspecto visual, fato que implicaria uma proposta de atividades que permitam
identificar, por exemplo, o retangulo, por sua aparéncia.

Ha uma defesa da significacdo que as figuras podem favorecer quando
exploradas na sala de aula.

Hoz (1979) escreve, também, a favor da visualizagdo. Ele destaca que a
visualizagcdo desempenha um papel muito complexo na formacdo de conceitos
geométricos e que nao se pode pautar uma aula de geometria na "rigidez
perceptiva’. Ou seja, segundo ele, ha autores que consideram a percepcao
enganosa e, portanto, algo que deve ser evitado para que o aluno ndo corra o
risco de ter sua habilidade para efetuar provas e demonstracées afetada pela
falacia perceptiva.

Fainguelernt® afirma que é consenso, entre os educadores matematicos, que
"a visualizacao € importante porque, além de ampliar uma visao intuitiva e

global; facilita a compreensédo de outras areas da Matematica" (Fainguelernt,

* Usiskin, Zalman. Resolvendo os dilemas permanentes da geometria escolar. In: Lindquist, Mary
Montgomery & Shulte, Alberto P. (org.). Aprendendo e Ensinando Geometria. Sdo Paulo: Atual, 1994. p.
21-39.

? Fainguelernt, Estela Kaufman. Educacio Matematica: Representacio e Constru¢ido em Geometria. Porto
Alegre: Artmed, 1999.



1999, p. 56). A autora cita diferentes pesquisadores e pesquisas efetuadas com a
finalidade de mostrar a importdncia da visualizagdo na construgdo do
conhecimento geométrico. Destaca a necessidade de se desenvolver uma
educacgao visual para que se possa acompanhar a evolucao tecnolégica, mais
especificamente da computacao gréafica, que hoje influencia nosso cotidiano.
Fainguelernt diz que a geometria deve ser trabalhada, nos primeiros anos da
escolarizagdo basica, como uma ciéncia empirica que favoreca o desenvolvimento
das 'relagoes que o aprendiz pode estabelecer com o espagco que o envolve,
possibilitando a construcdao de um caminho que o ajudara a fazer a passagem do
estagio das operacoes concretas para o estagio das operacoes abstratas” (idem, p.
51).
Para fundamentar sua afirmacao ela traz Hershkowitz (1994) dizendo que

"o ensino de Geometria parte da visdo da mesma como exploracdo e
descricao do espaco, trabalhando concretamente no espaco real e
realizando diferentes atividades que desenvolvem a visualizacdo, a
intuicdo, a percepcao e a representacdo, além de permitir que o
aprendiz realize a passagem do espaco real para o espaco teorico,
chegando a visao da Geometria como uma estrutura logica" (idem.
Ibidem.).

Com um discurso muito semelhante, seguem os Parametros Curriculares
Nacionais (P.C.Ns) do Ensino Fundamental. Ao discutir os conteudos de
matematica propostos para o terceiro ciclo (52 e 62 séries), esse documento
enfatiza a necessidade de que o professor desenvolva um estudo do espaco e das
formas, privilegiando a observacdo e a compreensao de relacbes em figuras
bidimensionais e tridimensionais. No documento, é destacado que um aspecto
merecedor de consideracdo nessa fase da escolaridade é o que diz respeito ao
ensino de procedimentos para construcao de figuras usando régua e compasso ja
gue o uso desses instrumentos permite que o aluno estabeleca relacbes entre as
propriedades geométricas das figuras que estdo sendo construidas.

Ao tratarem dos conteudos relativos ao Espaco e a Forma para o 4° ciclo do
ensino fundamental (72 e 82 séries), é destacado, nos Parametros Curriculares
Nacionais, que esses temas devem ter "como ponto de partida a analise de
figuras pela observacao, manuseio e construcao que permitam fazer

conjecturas e identificar propriedades" (1998, p. 86) bem como se deve
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valorizar a construcdo de figuras a partir das transformagdes geométricas:
reflexdes, translacoes, e rotagdes, dado que essas simetrias "permitem ao aluno
perceber que, pela composicao de movimentos, € possivel transformar uma
figura em uma outra" (idem ibidem) e compreender o sentido de semelhanca. E
ressaltado que o trabalho com movimento de figuras permite que o aluno
estabeleca "conexdes com outros conteudos matematicos, como razodes e
proporcoes, propriedades de figuras, angulos, medidas (areas, volumes) e
conteudos de outras areas (artes, educacao fisica, ciéncias, geografia,
fisica)" (idem ibidem). Ja no que diz respeito a representacdo de figuras
espaciais, os Parametros Curriculares Nacionais destacam como "funcoes
principais do desenho: visualizar - fazer ver, resumir; ajudar a provar;
ajudar a fazer conjecturas (o que se pode dizer)" (idem, p. 125).

Seguem, nesse documento, justificativas para o fato de que representar um
objeto geométrico a partir de um desenho faz com que o aluno busque "uma
relacao entre a representacao do objeto e suas propriedades e organizem o
conjunto do desenho de uma maneira compativel com a imagem mental
global que tém do objeto" (idem ibidem).

Nesse momento da leitura, procuramos compreender alguns aspectos

destacados tais como: "o que se intenciona ao se falar das relagbes que podem

ser estabelecidas entre a representagdo e as propriedades do objeto

representado?"; "O que sdo as imagens mentais que o aluno tem do objeto?";

"Como os alunos passam da imagem mental a representacao ou ao objeto?".

Essas duvidas foram suscitadas ao final da leitura dos Parametros
Curriculares. Mas, também, nesse movimento de busca do sentido daquilo que é
expresso nos documentos oficiais, chama-nos a atengdo um outro ponto: a
formagdo do professor de matematica. Perguntamos: "como, no curso de
formacao de professores de matematica, esses aspectos sdo considerados de
modo que sua acdo em sala de aula possa atender ao que € exigido nos
documentos oficiais ou mesmo coloca-los sob suspeicdo, em uma atitude de
andlise e critica?".

Mudamos a direcdo do nosso olhar na tentativa de compreensdo dessa

perspectiva que se abre. Voltamo-nos para a leitura dos documentos oficiais que
8



norteiam os cursos de licenciatura em Matematica. Nas diretrizes curriculares do
Ministério da Educacéao e Cultura, as mencodes as disciplinas que devem compor a
grade curricular do curso néo sao explicitadas de modo a que se possa entender
como serdo desenvolvidas as competéncias que sao requeridas do futuro
professor. A metodologia ou a abordagem dada aos conteudos fica a critério das
Instituicdes de Ensino Superior. H& apenas linhas gerais que tracam os temas a
serem objeto de discussao dos cursos de formacéao de professores.

Ja no documento elaborado pela Sociedade Brasileira de Educacao
Matematica (SBEM) com o objetivo de subsidiar a discussdo das propostas para
os cursos de Licenciatura em Matematica®, é ressaltado que as Instituicdes de
Ensino Superior, ao elaborarem os projetos pedagdgicos de seus cursos de
formacao docente, devem atentar para a necessidade de haver uma "interacao
entre os trés componentes da Matematica: o formal, o algoritmico e o
intuitivo" (p. 09). E destacado, também, que as diferentes disciplinas oferecidas
no curso devem se valer de variadas "representacoes semioticas para uma
mesma nocao Matematica... transitando por representacoes simbodlicas,
graficas, numéricas e outras" (idem ibidem).

No que diz respeito aos conteudos especificos do curso de formacao de
professores de Matematica nesse documento, € ressaltado que algumas
disciplinas como, por exemplo, o Célculo Diferencial e Integral (C.D.l.), constituem-
se em rica fonte de trabalho com diferentes representacdes. Ja a geometria é
apontada como a disciplina que mais propicia a visualizagdo, construcao e o
trabalho com medidas, além de ser vista como uma linguagem que favorece a
representacdo de outros conceitos matematicos e a compreensao de sistemas
axiomaticos.

Em documento redigido pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM)
com a finalidade de subsidiar as Instituicbes de Ensino Superior na elaboracao
dos projetos pedagdgicos de seus cursos, é salientado que, no que diz respeito a

geometria, os cursos devem procurar trabalhar de modo que o aluno adquira uma

*Documento sintese do Férum Nacional de Licenciatura em Matematica, promovido pela
Sociedade Brasileira de Educagao Matematica, nos dias 23 e 24 de agosto de 2002, na Pontificia
Universidade Catolica de Sao Paulo.



familiaridade com a axiomatica da geometria euclidiana, pois é este um étimo
espago para exercitar diferentes métodos de demonstragdo. N&o ha, nesse
documento, mencao as questdes relativas a representacao de objetos mas ha, em
contrapartida, um alerta para que 0s cursos nao se esquecam de que é
fundamental um estudo na Geometria que evidencie "as construcoes
geomeétricas com régua € compasso € suas consequéncias no
desenvolvimento da Matematica" (p. 14).

Esse breve percurso nos fez perceber a riqueza da investigacdo que as
intuicdes iniciais, dadas na vivéncia refletida em sala de aula de geometria, nos
mostra. A aparéncia revela-se num cenario da sala de aula onde as figuras tém
um certo apelo. No caminho, a aparéncia se inverte. Na proépria busca pela
compreensao, a real inquietacdo se desdobra. O caminho da didatica se bifurca e
nos leva para a direcao da epistemologia. A curiosidade que nos fez olhar para o
ensinar e aprender geometria mostra-nos o que nao esta escrito nos livros
didaticos e nos documentos oficiais. E a partir do caminhar, das possibilidades que
ele oferece que se mostra a pergunta que passa a orientar a busca. A intencao
que se revela no movimento de persegui¢cdo a pergunta, embora ainda num
nivel de ingenuidade cientifica, indica a busca pela compreensdo e
interpretacdo dos significados que as figuras revelam na producdo do
conhecimento geomeétrico.

Orientamos nossas leituras na direcao indicada pela busca de uma literatura
na qual seja possivel compreender as figuras no contexto da producdo
matematica. Perguntamos, entdo, ainda de modo nao tematico, “qual seria a
contribuicdo das figuras na construcao do conhecimento matemdtico?”.

Para nés, essa busca vai fazendo sentido a medida que temos a intengcao de
compreender o dominio da geometria tal como ela nos € apresentada hoje em sua
forma axiomatica.

Com as primeiras leituras em Filosofia da Matematica, ao iniciarmos esta
investigagédo, deparamo-nos com algo desconhecido: os diagramas. Vimos que 0
gue estamos chamando de figuras, na matematica grega, por exemplo, aparecem
como diagramas e estdo sempre ligados a prépria construgdo do conhecimento.

Entendemos que o matematico da Grécia antiga usava os diagramas para
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comunicar o movimento do pensar, tanto para si, quanto para o outro. O diagrama
lhes permitia re-fazer o caminho da descoberta ou apoiar-se nas etapas da sua
construcéo para novas descobertas.

Nessas leituras iniciais, intrigou-nos o fato de que o que identificamos
usualmente como figuras, inclusive em seu aspecto visual, era chamado de
diagrama. Haveria um motivo para que as figuras fossem usadas pelos gregos
como diagramas? Por que diagramas? O que sao? Surge nossa primeira
inquietude com a leitura. Somos levados a procurar esclarecimento para essas
questdes.

Antes de prosseguirmos com a investigacdo em busca do esclarecimento do
significado dos diagramas, sentimos a necessidade de compreender porque, na
literatura que trata da importancia do aspecto visual no ensino e aprendizagem da
geometria, somos remetidos ao recurso das figuras, sejam elas simples
manipulagdes, dobraduras ou constru¢cdes com régua e compasso € na Filosofia
da Matematica aparecem os diagramas. Seria apenas uma mudanga de
nomenclatura, ou seus significados revelariam um contexto significativo a
compreensao do que buscamos elucidar?

Com essa duvida, iniciamos uma busca pelos sentido e significados da
palavra diagrama no contexto da Filosofia da Matemédtica, recorrendo a via
histérico-filosofica para ver se ha apenas uma mudancga de termo ao longo dos

tempos, ou se a mudanca é de conceito.
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Capitulo II. A trajetoria de investigacao: trazendo o

dialogo com os autores.

2.1. Palavras iniciais sobre as leituras de natureza historico-

filosofica

Neste capitulo, vamos nos deter na interpretacao das leituras que fizemos
para tematizacdo do assunto investigado.

Entendemos que isso é importante para esclarecer por que o pesquisador
que assume a fenomenologia como postura investigativa envolve-se num dialogo
com a literatura.

A pesquisa fenomenoldgica inicia-se com uma inquietacdo. Ha um
conhecimento prévio de um tema advindo do nosso modo de nos relacionarmos
com ele na experiéncia vivida.

Esse conhecimento inicial € importante para o préprio perguntar, pois, “para
perguntar apropriadamente ja € preciso conhecer o assunto”, diz Heidegger
(2001, p. 64). Mas, se ja conheco o0 assunto, porque querer investiga-lo? Essa é
uma questao pertinente.

Para respondé-la, trazemos uma citacdo do préprio Heidegger, que

acreditamos expressar 0 motivo que nos leva a investigacao.

“Toda relacao de pergunta e resposta move-se inevitavel e
constantemente em circulo. S6 que nado é um circulo vicioso, um
circulo que deveria ser evitado por ser supostamente errado. Antes, o
circulo pertence a esséncia de todo perguntar e responder. E possivel
que eu ja tenha um conhecimento daquilo pelo que pergunto, mas isto
nao quer dizer que eu ja reconheci aquilo que pergunto, reconheci no
sentido de ter apreendido e determinado tematicamente” (idem ibidem).

Ou seja, a intencao do pesquisador fenomendlogo € tematizar aquilo que
deseja investigar buscando compreender. Para que essa compreensao se dé, o

pesquisador deve deixar de lado o que acredita saber sobre o tema e 0 modo
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como esta acostumado a lidar com ele. Isso se faz necessario para que o assunto
investigado possa ser questionado, € ndo por ser julgado que o que é sabido é
falso ou infundado.

Pode-se dizer que, para comecar, toda investigacdo fenomenoldgica
organiza-se num esclarecimento prévio da relagcao cotidiana do pesquisador com o
assunto a ser pesquisado e que busca ver os fenbmenos que se mostram sem
explica-los ou tirar conclusdées. Ao proceder uma investigacdo numa postura
fenomenolégica, “se deve manter o olhar que pensa aberto para o fenémeno”
(idem p. 91) e, ao tematizar, o que deseja compreender, o pesquisador se coloca
numa postura de didlogo onde o ouvir é tdo importante quanto o dizer.

O pesquisador dialoga com os autores que falam sobre o tema buscando
compreender o assunto que esta investigando de modo mais profundo e também
apropriado. Nao se trata de uma postura de assumir o dito como uma “verdade
teodrica”, mas de dialogar com os textos, de modo argumentativo.

Orientado por um sentido, ou seja, pelo conhecimento imediato do
fenbmeno a ser investigado e pelos critérios de rigor da pesquisa, o pesquisador
procede a sua investigacao, langa-se num caminho que vai sendo construido e
dirigido pelos significados atribuidos ao que estd sendo pesquisado. Trava um
didlogo procurando tematizar, compreender e interpretar o que se relaciona com a
sua intuicdo inicial.

Em nossa pesquisa, para compreender o significado dos diagramas na
produgdo do conhecimento matematico, procuramos um didlogo inicial com
autores de filosofia, historia e filosofia da matematica na tentativa de tornar claro o

que esta sendo perguntado.
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2.2. Um percurso historico na busca da elucidacao das

figuras e compreensao do sentido dos diagramas

2.2.1. Bento de Jesus Caraca, um educador eminente

J&, em varios momentos anteriores, falamos de op¢des: por qué?

Toda busca pressupde opcdes e toda opcao carrega consigo uma escolha, ja
que é abertura de possibilidades®. Desde o inicio da investigagdo, quando somos
dirigidos por nosso desejo de querer saber, ja elegemos uma via de abertura ao
gue temos a intencdo de compreender. Fazemos uma opg¢ao metodoldgica, ainda
que em nivel pré-predicativo, que nos dirige o olhar e nos guia no movimento do
pensar’. Ndo questionamos a validade de outras vias, nem tampouco assumimos
as afirmacoes feitas em nivel predicativo como verdades absolutas. Apenas as
consideramos quando satisfazem nossa busca, dando-nos a oportunidade de
compreender o0 que € investigado.

Assim, fazemos também com nossas opcdes de leitura. Na via escolhida
para o conhecimento histérico-filosofico, selecionamos autores que possam nos
fazer sentido e lancar luz a nossa busca.

Bento de Jesus Caraca foi uma das escolhas feitas com base nessa
compreensao. Vimos, em sua obra, uma possibilidade de compreensdo daquilo
que investigamos aliando a via didatica aos aspectos historicos. Por ter esse autor
um estilo de ensino da matematica inédito para a época’, caracterizado por um
grande poder de comunicacdo e uma pedagogia baseada em compreensdes
sobre a condicdo humana e a condigdo da cultura, ele foi considerado um pioneiro

° Em Heidegger, a abertura indica disponibilidade para... refere-se ao estado constante de projecdo em
direcdo as possibilidades que estdo sendo despertadas. O “estar aberto” é um “vir ao encontro”. A “abertura
de possibilidades” é usada aqui, com a intencdo de indicar opg¢ées e disponibilidade do sujeito que intenciona
trilhar os caminhos que lhe sdo abertos. E o “vir ao encontro” desses caminhos e percorré-los.
® «0 pensamento é uma apresentacdo do que estd presente que entrega o que é vigente em sua vigéncia. /.../ 0
pensamento libera o que € vigente na relagdo conosco, ele o pde de volta para n6s” (Heidegger, 2002, p. 123).
" A época a que nos referimos é a década de 40, quando da 1* edi¢io da obra em que aqui nos ocupamos.
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no desenvolvimento da atividade matematica portuguesa e €, ainda hoje, uma
referéncia.

Ja no prefacio de seu livro Conceitos Fundamentais da Matemdtica,
declara que pretende tratar a Matematica tal qual ela foi sendo elaborada
deixando-a expor-se "como um organismo vivo, impregnado de condi¢cdo
humana, com as suas forcas e as suas fraquezas" (Caraga, 2000. p. xxiii).

Interessou-nos no livro, especialmente, o0 modo como Caraga traz o pensar
grego, revelando-o como sendo influenciado pela filosofia platbnica e pelos
momentos de crise. Essas crises eram decorrentes do dominio dos persas e
romanos e o modo de pensar, nessa cultura, foi invadido por um "horror a
transformacao". Desse horror, resulta também o "horror ao movimento, ao
material, ao sensivel e ao manual" (id. p. 178) que expde o0 cenario no qual sua
Ciéncia é desenvolvida.

Caraca busca tornar claro que, nas raizes do pensamento platénico, esta a

concepcgao de que

"a realidade nao esta nas coisas sensiveis, [mas sim| esta nas Idéias ou
Formas: bom, belo, justo, grandeza, forca, etc, as coisas sensiveis nao
sdo mais que imagens ou copias das Formas, a verdade ndo pode,
portanto, adquirir-se pelo exame por meio dos sentidos, do universo
exterior sensivel, mas apenas pelo pensamento puro, pela actividade
da alma, isolada do corpo; este nado faz mais do que perturba-la,
impedi-la de pensar" (idem p. 174).

Caraca defende, portanto, a idéia de que essa visao impde a Ciéncia Grega
dos séculos V e IV a.C. um modo de agir que culmina com a rejeicao do manual e
do mecanico como formas de Cultura. Na Matematica, afirma, isso impede, por
exemplo, a construcdo do conceito de variavel, ja que esse conceito ndo guarda
em si a identidade. Impossibilita a Ciéncia Grega de fazer um estudo quantitativo
dos fendmenos naturais, prevalecendo um estudo meramente qualitativo, dado
que a forma é capaz de guardar a sua identidade. Estabelece-se um primado da
forma. Essa exigéncia pela "guarda da identidade" exclui dos dominios da
geometria 0 movimento. A geometria lida com as formas estaticas e, esse carater

estatico se revela em varias situacoes. Por exemplo, nos enunciados de Euclides.
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Caraca, nessa obra, tece uma trama de consideragdes que possibilitam ao leitor
compreender esse carater que ele denomina de estatico.
Consideremos duas das definicbes de Euclides para compreender essa

concepcao de Caraca.

Definicao 4: " linha reta é a que jaz, por igual, com seus pontos sobre

si mesma" (Bicudo, 2001. p. 09).

Nao poderiamos encontrar em Euclides a possibilidade de a reta abranger a
idéia de ser o caminho mais curto entre dois pontos, ja que isso pressupde o
movimento e, para 0s gregos, "o processo dinamico de descricdo nao €
suficientemente digno para gerar uma figura geométrica" (Caraga, 2000. p,
183).

Definicao 15: "circunferéncia é uma linha, em relacdo a que todas as
retas que caem sobre si, a partir de um ponto, dos jazentes no interior da
figura, sao iguais entre si" (Bicudo, 2001. p. 09). Novamente ndo seria possivel

encontrar em Euclides, ou na Geometria Grega, a circunferéncia como "uma
linha descrita por um ponto que se move num plano conservando-se a
uma distancia fixa dum ponto desse plano" (Caraga, 2000. p. 185).

Caraca diz que essas caracteristicas que excluem do bojo da Ciéncia
Matematica tudo que esta ligado as concepgdes quantitativas e dinamicas
mantém-se durante quase duas dezenas de séculos, comecando a transformar-se
apenas a partir do século Xl, quando se inicia o debate entre o fil6sofo chamado
tradicional, seguidor da doutrina platénica, para quem a verdade esta no
pensamento e na logica, e os fildsofos "novos" que acreditam que a verdade é
descoberta primeiro pela experimentagdo para depois ser elaborada no
pensamento.

Para ele pbe-se, novamente, uma questdo de primado: a razdo ou a
experiéncia? Caraca mostra-nos que, desse novo modo de “filosofar”, renasce,

como que das cinzas, o antigo ideal de ordenacdo matematica quantitativa,
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conservando, sim, um primado, agora do numero em relacédo a forma, pois € o
namero que constitui o fundamento do conceito de variavel.

Mas, continua a argumentar o autor, se ha um primado do niumero em
relacdo a forma, é porque o niumero é capaz de explicar ou esclarecer a forma, ou
seja, é porque os aspectos qualitativos podem ser justificados quantitativamente.

Consideremos um exemplo dado por Caragca para que possamos

compreender como o0 numero permite explicar a figura em sua forma e dimensdes.

Tomemos a equagao, 4
e yz y .
a b
que representa uma elipse (B) de semi-eixos
AO=ae OB=b,comb<a. B
b
Consideremos uma variacao no valor de T o| 2 A

b de tal modo que,

b<a

“b cresce e se aproxima de a. A cada i
elipse com os semi-eixos a e b;. A mediaa que b; se aproxima ae a, a
elipse vai sendo cada vez menos diferente duma circunferéncia (A) de
centro O e raio AO mas é sempre uma elipse. Se, no entanto, b atingir,

na sua variacdo, o valor a, para esse valor ter-se-a
x2 y2
2 2 2 . - ~ . s .

— +=5 =1 donde x" +y~ =a” , isto €, ndo se tem ja uma elipse mas
a- a

a circunferéncia, curva essencialmente diferente na sua forma. /.../
uma variacao de qualidade — a forma duma figura — se explica por uma
variacao de quantidade. /.../ O primado do numero atinge aqui toda a

profundidade de seu significado!” (Caraca, 2000, p. 193).

Entende-se, com as argumentacdes que se seguem no livro que, nesse
solo, nasce a geometria analitica: o numero, que é a base da equacao, é o que
permite explicar tanto a figura em sua forma e dimensdes quanto a variagao da

qualidade (forma) pela variacdo da quantidade. Com Descartes®, as curvas

¥ Optamos, aqui, por mantermos a referéncia fiel ao que lemos em Caraca tendo em vista que trazemos suas
idéias para discuss@o no texto. No entanto, em Howard Eves, por exemplo, temos informagdes de que “ao
mesmo tempo em que Descartes formulava as bases da geometria analitica moderna, o assunto também
ocupava a aten¢do e outro génio matemadtico francés, Pierre de Fermat. /.../No artigo Isogoge ad locus planos
et solidos, ... encontramos a equacdo geral da reta e da circunferéncia e uma discussdo sobre hipérboles,
elipses e pardbolas”. (Howard Eves, 2004, 389).
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passam a ser descritas por uma equacao, por uma lei matematica, que comporta
tanto a forma quanto as dimensdes, ou seja, as curvas sao, entao, representadas
por expressoes analiticas.

Caraca mostra-nos, porém, como 0 conceito de fungdo & excessivamente
amplo, ou seja, como para "o objetivo geométrico da definicdo da curva, o
conceito de funcao na sua maior generalidade, € um quadro largo demais"
(id. p. 196) e precisa ser restrito para que as imagens, das funcdes obtidas, sejam
coerentes com nossa nocao intuitiva de curvas.

Ao fazer isso, o autor chama a atencdo para o fato da necessidade,
expressa no decurso da histéria, que se tem de ir daquilo que nos é dado na
intuicdo para o que a razdo nos permite conhecer, questionando o afastamento da
condicao de origem, ou do nascimento do conceito.

Essa chamada do autor nos traz de volta a nossa questdo e nos faz
perceber que, ao interrogarmos as figuras, interessados no seu significado
epistemologico, buscamos uma compreensdo da construcdo do conhecimento
matematico que hoje é exposto nos livros didaticos de diferentes niveis de
escolaridade. A leitura de Caraca nos faz ver, mais uma vez, as figuras,
especialmente na geometria grega, como elementos estaticos que desprezam o
movimento. Embora nesse autor ndo tenhamos encontrado uma referéncia no que
diz respeito a concepcao de diagrama, que aparece na filosofia da matematica, ele
nos permite compreender a visdo do educador, que busca explicitar o contexto

s@cio-histérico-cultural em que o conhecimento é produzido.

2.2.2. Lancelot Hogbem e a visao critica da matematica

As Maravilhas da Matematica (Hogbem, 1946) é outra obra que nos chama
a atencao por motivos similares aos da escolha de Caraca. Ou seja, numa época
em que a discussao sobre o que hoje se chama de "matematica critica”, ainda era
pequena, esses autores expdéem modos de pensar que levam as reflexdes de
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praticas sociais e ampliam o contexto da matematica para a compreensdo do
mundo em que vivemos.

No prefacio desse livro, Hogben anuncia nao ter a pretensao de ser tomado
como especialista e esclarece que escreve essa obra "na qualidade de cidadao
particular interessado no problema educacional" (Hogben, 1946. Prefacio,
s.p), tendo como objetivo "estimular o interesse e remover o complexo de
inferioridade de alguns dos milhdes que ja desistiram de aprender
matematica pelos tramites costumeiros" (idem ibidem).

Tanto quanto Caraca, Hogben nos traz, em seu estilo peculiar e critico, um
panorama da geometria grega. O que Caraca nos diz ser desprezado na
geometria grega - o movimento, Hogben diz do tempo.

Para esse autor, a geometria grega, por se originaria "da pratica de
desenhar na areia e de construir coisas permanentes, tais como edificios e
navios /.../ nao levava em consideracao a existéncia do tempo. Suas
linhas, angulos e figuras eram todos fixos". (idem p. 124). Porém, ele
argumenta: “ndo ha nada de tao solido que possa permanecer tal como é"
(idem ibidem), portanto, somos levados a pensar que o motivo que tinham os
gebmetras gregos para agirem desse modo relaciona-se apenas a sua vivéncia.
Ou seja, eles nao estavam acostumados a presenciar variagoes radicais de tempo
e suas medigcdes do espaco eram completamente dissociadas da medida do
tempo. Além disso, o fato de a geometria estar desvinculada das praticas sociais e
ser um "passatempo de intelectuais" (idem p. 190), impossibilitou descobertas
notaveis. Na base de tudo isso, estava a forte influéncia da filosofia platénica, que
considerava a geometria um instrumento de perfeicdo de tal modo que "a régua e
0 compasso eram os Unicos instrumentos que o gedmetra devia usar no
tracado de suas figuras" (idem p. 191). No auge da geometria grega, onde isso
era seguido rigorosamente, aqueles que criavam novos instrumentos para tracar
curva, por exemplo, tinham sua iniciativa desprezada.

Percebemos, nesse ponto da leitura de Hogben, a intersecao com as idéias
de Caraca. O fato de os gregos admitirem a reta, a circunferéncia e as cbnicas
apenas, desprezando o mecanico € o manual ligava-se ao fato de ndo admitirem

instrumentos outros que nao fosse a régua e o compasso. O carater estatico das
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figuras de Euclides, destacado por Caraca, aparece em Hogben como figuras que
se pretendem fixas, imutaveis, mesmo apos a acao do tempo.
Para Hogben o movimento é expresso apenas se considerarmos a acao do

tempo, pois

"as mais simples estimativas sobre o comprimento de uma
linha, envolvem movimentacdo dos musculos dos olhos.
Dependem, pois, do tempo e do espaco. /.../ Nos mundos
reais da biologia [por exemplo]|, tamanho e movimento sao
entidades inseparaveis" (idem p. 126).

Mas Hogben adverte-nos para o fato de que embora "nossa geracao
(referindo-se a década de 40) esteja presenciando uma verdadeira
revolucao no conceito classico de geometria” (idem p. 122) e estejamos vendo
que "a geometria de Euclides nao € a que melhor nos facilita a medicao do
espaco, isso nao quer dizer que nao seja, ainda, um conhecimento util.
Sempre o foi e ainda o €" (idem p. 123).

Essa afirmacédo de Hogben talvez possa ser justificada, em nosso entender,
pelo que ele diz logo no inicio de seu livro a respeito da linguagem matematica.
Para ele,

"a literatura matematica inicia-se com a linguagem pictorica
ou hieroglifica que chamamos geometria. Com o passar dos
anos, a geometria se foi desenvolvendo, de uma maneira que
faz lembrar a evolucado da lingua chinesa. As figuras foram
primeiramente usadas como diagramas, para representar
formas, superficies e volumes9 Depois, serviram de
graficos, para a solucao de problemas aritméticos. S6 muito
tempo mais tarde, o homem, renunciando ao uso exclusivo
de figuras para o registro da conduta dos numeros, comecou
a usar letras e a compilar dicionarios, verdadeiros catalogos
da significacao das palavras usadas. Esses dicionarios sao
chamados tabuas" (id. p. 76-7).

? Grifos da pesquisadora.
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Percebemos, entdo, o movimento que Hogben presencia na construgdo do
conhecimento geométrico. Ele nos faz perceber um primeiro contexto que associa
a figura aos diagramas. Parece-nos que a palavra figura sofre uma variacao de
sentido segundo o contexto em que estd sendo usada enquanto que o0s
diagramas sao figuras que expressam grandezas geométricas. E, mais do que
essas compreensdes, que a principio era nosso interesse, vém-se, com a leitura
desse autor, a importancia de se olhar para a construcdo histérica do
conhecimento geométrico, que coloca em destaque o que Caraca nos diz no inicio
do seu livro e que ja citamos anteriormente, a saber, que a matemdtica é um
organismo vivo, impregnado de condicdo humana e sujeita a sua forca e

fraqueza.

2.2.3. Uma incursao pela Filosofia da Matematica e a

explicitacao do que € investigado

Nosso primeiro contato em Filosofia da Matematica foi com a obra “The
Shaping of Deduction in Greek Mathematics” (Netzm, 1999), onde buscamos
compreender o sentido que as palavras figura e diagrama poderiam assumir. Ja
de inicio, entendemos que essa mudanca nao se refere apenas a nomenclatura.
Figuras e diagramas assumem concepgoes diferentes.

Na leitura de Netz pudemos ir além do que nos disse Hogben, ja que ele
trabalha o sentido da palavra. Ele nos diz que nossa palavra diagrama deriva do
grego diagramma cujo principal significado é "figuras marcadas por linhas".

Os gregos usavam os diagramas em diferentes contextos e com diferentes
sentidos.

10 Apresentaremos, na seqii€ncia do texto, esse autor e sua obra.
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Platdo usa freqientemente o termo Diagramma como prestigio para provas
matematicas ou como acompanhando o rigor matematico.

Aristételes usa diagrammata (o plural de diagramma) praticamente como
sinbnimo de matematica ou como significando "uma proposicdo matemdtica".
Socrates usava com seus jovens alunos de geometria, ndo os ininteligiveis
diagrammata, e, com isso, podemos pensar que eles seriam muito mais do que
hoje entendemos por diagramas.

A palavra diagramma, segundo Netz, nunca era usada pelos gregos no
sentido de "diagram" (figura). Quando eles queriam enfatizar que as proposicoes
estavam relacionadas a "diagram" (figuras), eles as caracterizavam por "dia
grammon", por meio de linhas, em oposi¢ao a outra opgao "di arithmodn", por meio
de numeros.

Pappus, diz Netz, usa diagramma como um simples equivalente da nossa
proposicdo. Em alguns casos, quando ele refere-se ao diagram (figura) na
proposicao, ele usa hupographe, um derivado da palavra Katagraphe, melhor
traduzida por "desenhado". No entanto, nenhuma dessas palavras tem o sentido
de diagrama, tal qual os gregos a utilizavam. A palavra diagrama era reservada
para significar "aquilo que uma proposicdo é". Diagramma é, para 0s gregos, um
metbnimo de proposicdo. Isto é tao forte que, quando queremos fazer uma
referéncia ao diagrama, que nao a proposicao, temos que usar um outro termo
mais especifico.

Voltamo-nos, mais uma vez, para nossa intencao investigativa e
interrogamos; qual o nosso desejo ao questionar o significado epistemoldgico
dos diagramas na construgdo do conhecimento matemdtico?

Nao queremos estudar se existe a possibilidade de as figuras, ou imagens,
serem utilizadas como provas de teoremas ou se esses teoremas tém uma
demonstracdo geomeétrica ou visual, pois isto ja esta discutido, de modo suficiente,
na literatura. Além disso, a propria leitura de Netz nos deixa claro que os

diagramas, como concebidos e utilizados pelos gregos, ndo sao provas no sentido
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que hoje as conhecemos, tais como foram estabelecidas pelo formalismo''. Eles
ndao eram usados, pelos gregos, como provas de afirmacdes, pois eles eram as
afirmacoes.

Vimos, no movimento desta investigacdo, a questao inicial tomando forma e
se organizando. Nosso interesse caminha na direcdo de saber se ha um tipo de
"pensamento visual" que tenha o significado de descoberta tanto quanto
acreditamos que tem o significado de ilustragdo. Buscamos investigar o
significado epistemolégico dos diagramas na producdo do conhecimento
matemdtico. Para isto, sentimos a necessidade de compreender qual é a
epistemologia condizente com o rigor exigido no contexto histérico em que nos
situamos ao admitirmos que ha um significado epistemolégico para os diagramas.

Perguntamos pelos modos segundo os quais o conhecimento geométrico foi
produzido e o significado que os diagramas tinham no cendrio das producdes
matematicas. Questionando o significado epistemolégico dos diagramas,
interrogamos 0 modo de nos abrirmos a compreensdo dos objetos matematicos.
Como os diagramas podem auxiliar no conhecimento dos objetos matematicos?

Ou seja, ao perguntar pelo significado epistemoldgico, interrogamos se ha e,
se houver, qual é a ligacdo entre essa vivéncia da figura, que, a principio
entendemos como intuitiva, € o conceito geométrico, que vemos como uma
objetividade matemdtica!?.

Olhamos para o panorama atual e nos deparamos com uma forma de
expressdao da producdo matematica que elimina a evidéncia da experiéncia
sensivel e perguntamos pela concepgéao existente na época, quando os diagramas
eram constitutivos do conhecimento matematico, especialmente no contexto da
geometria. Vimos, nas primeiras leituras, que a concep¢ao nao era muito distinta.

O sensivel, o0 mecanico e o manipulavel também nao eram considerados na

' As provas, a que nos referimos, sdo as que seguem a regras estabelecidas pelo formalismo, sdo as oriundas
do método axiomdtico que estuda uma teoria escolhendo “um certo nimero de nocdes e de proposicdes
primitivas, suficientes para sobre elas edificar a teoria, aceitando-se outras idéias ou outras proposi¢des s6
mediante, respectivamente a, definicdes e demonstracdes; ... deixando-se de lado os significados intuitivos
dos conceitos primitivos” (Newton Costa, 1992, p. 49).
'2 Bicudo, M. A. V. em seu artigo “Fenomenologia e Matemdtica” esclarece que, segundo Husserl, “a
objetivagdo, ou o processo de tornar uma idéia objetiva, é uma questdo de método fundado em dados pré-
cientificos da experiéncia. /.../ O conhecimento cientifico tem seu solo originador no mundo da experiéncia
real, o mundo da sensibilidade../.../ E nesse solo variante de experiéncias diversas e mutdveis que a
objetividade se enraiza” (Bicudo, 2005, p. 20)
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producdo do conhecimento, mas havia uma excecado para as constru¢cdes com
régua e compasso. Como essa excecao era trabalhada? Quais frutos ela deu?

As discussdes atuais sobre os diagramas, em sua maioria'®, aparecem
ligadas as explicitacbes da génese da demonstracdo e do "lugar" que ela ocupa
na Matematica, ou os tomam como validos apenas do ponto de vista de uma
representacdo ou ilustraco.

Nosso desejo, embora se relacione a demonstragdao, ndo a considera
isoladamente, pois interrogando o significado epistemoldgico dos diagramas na
construgcdo do conhecimento geomeétrico buscamos compreender, “como” e “se”
eles foram relevantes na construgcdo desse conhecimento, perguntando pelo o

que o diagrama é e como ele é o que é.

2.3. Os diagramas: ilustracoes de uma compreensao inicial

2.3.1 Olhando para a matematica grega

No livro The Shaping of deduction in Greek mathematics: a study in
cognitive history, Reviel Netz diz que ndo é um matematico e que seu livro nao
requer conhecimento de matematica e, raramente, exige algum conhecimento de
grego. O autor procura expor o contexto em que se desenvolve o pensamento da
matematica Grega num livro que, segundo ele, pode ser lido como uma descricao
da pratica da matematica Grega, como uma teoria da emergéncia do método
dedutivo ou como um estudo de caso de histéria da ciéncia.

A obra é uma versao ampliada e revisada de seu trabalho de Ph. D
desenvolvido na Universidade de Cambridge e busca fazer um estudo da forma e
nao do contetido da matematica Grega. O autor justifica essa opcao dizendo, ja

no prefacio, que vé “o estudo da forma como um modo de compreender o

" Fazemos aqui uma excegdo para as discussdes que tratam da Teoria das Categorias visto que nela ha a
utilizag@o de diagramas inclusive para expressar propriedades. A Teoria das Categorias fornece mecanismos
para representar vdrias estruturas matemadticas. A construcdo dos seus diagramas pressupde uma capacidade
de generalizagdo, abstracdo e unificacdo da teoria matemdtica que estd sendo representada. Os diagramas da
Teoria das Categorias sdo propriedades de estruturas abstratas como da teoria dos conjuntos, da teoria dos
grupos, dos espacos topolégicos, dos grafos, etc.
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conteudo. Mas este conteudo — algumas descobertas e provas feitas pelos
matematicos gregos — sao ambos belo e seminal!*” (Netz, 1999, p. xi.
Traducéo livre). Ele ressalta que seu ponto de partida € a geometria e o0s
diagramas com letras (letrados).

Netz afirma que, na matematica Grega, ha assercées que sao diretamente
deduzidas de diagramas. Assumir isso implica assumir que ha certas afirmacgodes
que o texto, ou a proposicdo matematica, esconde (ou omite); assercoes que
estdo contidas nos diagramas. Aparentemente, essa afirmacéo traz consigo uma
ameaca a validade légica do trabalho matematico. Porém, Netz afirma que essa é
uma ameaca iluséria, ja que ha um grande campo de assercdes que sao, ou eram,
"mediados" por diagramas, havendo, mesmo, uma forte inter-dependéncia entre
texto e diagrama.

Essa interdependéncia se revela de alguns modos. O mais importante é o
que o autor caracteriza como "fixacao de referéncia”, para indicar que as letras
(alfa, beta, gama, etc.) sdo usadas no texto para descrever objetos e o sédo de tal
modo que o texto pode ser reconstruido a partir do diagrama. Ou seja, se temos
um diagrama acompanhado por letras ou escrito com letras, elas, as letras, nos
permitem compreender a ordem da sua construcdo e refaze-la. No entanto, o
inverso nao é verdadeiro, isto &, apenas pelo texto ndo se pode tracar o diagrama.

Um exemplo, trazido pelo autor, é o seguinte:

"Suponha vocé dizendo: aqui esta desenhado um circulo, cujo centro € A".

Figura 1.1.

' 1 see the study of form as a way into understanding the content. But this content those discoveries and
proofs made by Greek mathematicians — are both beautiful and seminal.
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O dito no texto ndo gera nenhuma duavida: A estd especificado se
consideramos que um circulo s6é pode ter um centro.

Ja se dissermos: "Seja desenhado um circulo, cujo raio € BC".

Figura 1.2 a Figura 1.2 b

Temos um caso distinto do anterior.

Nao é possivel determinar se o circulo tem centro C ou B. Com isso,
podemos dizer que o0 centro "ndao esta especificado”. Podemos questionar a
diferenca existente, nos contextos atuais, para tal situagdo, € a resposta seria
completamente negativa. Se vamos tomar esse exemplo para a realizagdo de uma
prova, considerar o centro como B ou como C, ndo fara a menor diferenga pois o
gue nos interessaria € o raio e, nesse caso, ele € o mesmo. Mas, se questionamos
o que Netz chama de "especificacao", podemos ter uma resposta diferente. O que
o autor indica como especificagdo € uma “especificacdo para a proposta da
prova', talvez numa linguagem mais atual, uma sugestdo para a prova. Nesse
caso, os elementos das figuras 1.2 a e 1.2b ndo nos sao uteis, pois ndo sabemos
qual ponto € o centro e qual deles pertence a circunferéncia.
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Na sequéncia de seu trabalho,

o autor nos mostra como, muitas

vezes, as letras consideradas nos Figural.5 Conicas de Apolonio L.II

A

textos sdo ambiguas podendo levar o
leitor, que considera apenas o texto, a
incorrer em erros ou mMesmo nao
compreender o sentido matematico
da proposicdo. Nesses casos, Netz
diz que temos situagdes no texto de
“ndo especificacao’. Para

exemplificar o modo como ele utiliza

esse termo, Netz recorre a um
exemplo das Cbdnicas de Apolbnio e
descreve o que segue:

A letra F, no texto de Apoldnio,

€ tomada para se referir a uma reta

paralela ao segmento DE, que passa
por K. F é, entdo, uma linha definida
(ou especificada, que tem uma Unica possibilidade de existéncia na figura).

Porém, a medida que vamos trabalhando o texto percebemos que essa
especificidade nao € como parece. F tanto pode ser esse ponto especifico da linha
KF paralela a DE quanto pode ser o ponto de interseccao com a linha ZH.

Isso, caso o texto seja trabalhado independente do diagrama, pode gerar
uma certa confusdo e, dependendo do que é requerido na prova, uma falta de
especificidade ou uma duplicidade na interpretacdo, pode acarretar uma
incompreensao e o ndo desenvolvimento do que é requerido.

Netz declara que ele préprio sentiu-se surpreso ao perceber essa nao
especificacdo no texto; “eu nunca tinha pensado sobre esta insuficiéncia do
texto: eu sempre li o diagrama no texto!>”. (Netz, 1999, p. 23. Tradugéo livre).

A partir desse ponto, sua argumentagdo passa a questionar os motivos de
0os matematicos gregos da antiguidade fazerem uso dessas letras que podem

' T had never even thought about this insufficiency of the text: I always read the diagram into the text.
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passar de um uso especificado para um nao especificado. Sua conclusado é a de
que, enquanto o texto esta sendo trabalhado, o diagrama é assumido como
existente. Ou seja, “o texto da o diagrama por certo /.../ ao se discutir o

diagrama, ele ja havia sido desenhado'®” (

idem ibidem. Traducao livre).

Por isso, para esse autor, texto e diagramas sao, na matematica grega
antiga, inseparaveis. Eles ndo podem ser considerados isoladamente. HaA uma
inter-dependéncia entre eles que remete ao sentido do que estda sendo
enunciado na proposicao.

Consideremos mais dois exemplos trabalhados por Netz para destacar essa
inter-dependéncia entre texto e diagramas.

Proposigdo I - Problema I (Livro I de Euclides)
Sobre uma linha reta determinada, descrever um tridngulo equilatero.
Seja a linha reta AB de um certo comprimento. Sobre ela, deve-se descrever

um triangulo equilatero.

Com centro em A e com intervalo AB, descreve-se (Postulado 3) o circulo
BCD; e, com o centro em B e com o intervalo BA, descreva-se o circulo ACE. Do
ponto C, onde os circulos se cortam reciprocamente, tirem-se (Postulado 1),
para os pontos A, B, as retas CA, CB. O triangulo ABC sera equilatero. Sendo o
ponto A o centro do circulo BCD, sera AC = AB (Definicao 15). E, sendo o ponto B

'® The text takes the diagram for granted. /.../ the time one comes to discuss the diagram, it has already been
drawn.
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o centro do circulo CAE, sera BC = BA. Mas vimos que CA = AB. Logo, tanto CA,
como CB, sao iguais a AB.

Nesta primeira proposi¢éo, dos Elementos, Netz mostra-nos como Euclides
procura justificar todos os fatos usados com identificacdo de seus respectivos
postulados como, por exemplo, o postulado 3, o postulado 1 ou a definicdo 15. Ja
quando ele menciona "o ponto C, onde os circulos se encontram’, ndao ha uma
justificacédo. Ele assume esse fato com base no diagrama. O encontro dos circulos
€ uma evidéncia dada na figura.

Outro exemplo trazido por Netz para mostrar a interdependéncia entre texto
e diagrama é das Cébnicas de Apoldnio, onde ele usa o caso da parabola e o da
hipérbole.

Conicas de Apolénio lll.I ( o caso da Parabola)

Em Apolénio Netz encontra uma outra situagdo em que informagdes sao
sugeridas pelos diagramas. Ele argumenta que os fatos usados para a prova do
que é requerido, tal qual no exemplo de Euclides, assumem evidéncias dadas na
figura.

O argumento usado em Apol6nio para a prova é a igualdade de ADBZ e
AGZ. Netz comenta que para se chegar a essa conclusdao poder-se-ia usar
propriedades da adicédo (se a + b = b + ¢, entdo a =c) ja que é preciso que 0 que é
comum ( AEBZ) seja subtraido. Porém, diz o autor, a discussédo ndo é essa.

Cdnicas de Apoldnio lll.l [caso da parabola)

D A
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Qualquer que seja o argumento usado para a prova ha uma
interdependéncia entre texto e diagrama. Ou seja, segundo ele, as afirmacdes
feitas derivam da combinacdo entre texto e diagrama ja que €& preciso, por
exemplo, identificar na figura o que é comum a ser subtraido. Isto é, “o solo
essencial para esta afirmacao — [de que AEBZ € comum| - € identificar os

7 (idem, p. 27. Tradugao livre)

objetos no diagrama

Se analisarmos as duas situacdes trazidas por Netz, notamos que, no caso
de Euclides, ndo ha uma justificativa, com base num postulado ou numa
proposicao, para a possibilidade de os circulos se encontrarem. Ele toma isso
como evidente na figura. No caso de Apolbnio, a questdo ndo € usar uma
assercao com base na figura para demonstrar a igualdade entre as areas, mas
sim usar o diagrama para ver a possibilidade de as areas serem subtraidas. Ha
uma evidéncia perceptivel na figura que auxilia a compreensdao do que é

demonstrado.

Conicas de Apoldnio, 1.45.

Neste exemplo, considera-se inicialmente que:

MK:KG::GD:DL [MK esta para KG, assim como, GD esta para DL]

Netz interpreta que essa consideracdo é feita para que seja possivel
demonstrar a semelhanca entre os tridngulos MKG e GDL. Ha, também aqui, um
solo implicito pois, embora o diagrama, por si sb, ndo possa demonstrar a
semelhanca requerida entre os triangulos, ele pode ajudar de um outro modo.

Quais tridangulos séo relevantes para essa semelhanca ndo € um dado
explicito no problema, mas pode ser percebido no diagrama. Juntando-se algumas
informacdes, algumas delas dadas no texto e outras deduzidas do diagrama, a
prova torna-se possivel.

As informacdes séao que:

GD é paralela a KQ, e esta é uma informacéao explicitada no texto.

' The essential ground for the assertion is identifying the objects in the diagram.
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M estd em KQ (ndo é uma informacédo explicita no texto mas pode ser
deduzida do diagrama).

GK é paralela a DQ

. Cinicas de ApolGnio .45 [caso da hipérbole)
(especificado no texto).

L estd em DQ (néo é D

especificado no texto)
M estda em GL (nao é

H
. z

especificado no texto). B
Com essas
~ Q

assercoes, pode-se provar /,, Al N

a semelhanca requerida, L

segundo Netz, com certa E

facilidade. No entanto ele

questiona: de onde vem
essa facilidade?

Em parte, essa facilidade em coordenar os varios fatos envolvidos numa
demonstracao é atribuida a disponibilidade de todos eles no diagrama. Ou seja, 0
diagrama é sindtico. Nao € o caso, afirma Netz, de o diagrama fazer afirmacodes
do tipo "GK é paralela a DQ". Afirmacdes dessa natureza sequer podem ser
consideradas verdadeiras com base no diagrama. Porém, se o texto assegura que
as linhas sao paralelas, os "cédigos" acima podem ser somados a essas
informacdes com base no diagrama.

Netz conclui suas analises dizendo que, na matematica grega, o diagrama
nao era prova de uma proposicao. Ele era a proposicao.

Os diagramas individualizavam as proposicdées de tal modo que duas
proposi¢des distintas s6 poderiam ter o mesmo diagrama se elas fossem
equivalentes ou se eles tivessem algumas alteracbes, como, por exemplo, as
letras usadas.

Isso é possivel quando observamos que as proposi¢des da geometria grega
eram dependentes de um sistema finito de relacdes. As proposicoes descrevem

um universo finito. Ele é finito de dois modos: é limitado no espacgo, por contornos
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de figuras, e é discreto. Cada proposicdo geométrica refere-se a um conjunto
continuo de pontos que podem ser tragcados apenas com régua e compasso.

Cada conjunto de pontos que juntos formam as linhas é esquecido. A
atencdo volta-se para alguns poucos pontos que sao individualizados ao serem
nomeados. Isto € um fator essencial na matematica grega, diz Netz. “O diagrama
€¢ nomeado — mais precisamente, ele & letrado (marcado com letras)”. (Netz,
1999, p. 35. Traducgéo livre18).

Esta acdo de colocar letras nos diagramas,

Conicas de Apoliinio 1.6

de nomea-los, € o que torna o conjunto de pontos .

manejaveis e o diagrama possivel

Voltemos a um exemplo das cénicas de
Apolbnio.

No texto, esta descrito o seguinte: E

“De K, tome uma perpendicular a BC
sendo desenhada (a saber) KOD. O
conjunto de pontos (possiveis) D é uma
linha. Como saberemos que o limite dessa
linha é o circulo CKB? Porque D é o ponto
final da acdo de desenhar a linha KOD - e
porque esta acado termina no circulo, ja

que o circulo é o limite do universo desta B 0
proposicdo. Nao ha, simplesmente, pontos

fora deste circulo!?”. (idem, p. 32.

Traducao livre). b

A “grafia” dos diagramas acontece pelo uso da régua e do compasso e das
letras e,

“redefine o infinito, a massa continua das figuras
geométricas como o que € feito pelo homem, finito,
percepcdes discretas. E claro que isso nao significa que o
objeto da matematica Grega seja finito e discreto. A
percepcao do diagrama nao esgota o objeto geométrico. Este
objeto é parcialmente definido pelo texto, isto €,

' The diagram is named — more precisely, it is lettered.
" From K, let a perpendicular to BD be drawn (namely) KOD. The locus set up for D is a line. How do we
know what it is at the limit of that line, on the circle CKB? Because D is the end point of the action of
drawing the line KOD — and because this action must terminate on this circle for this circle is the limit of
the universe of this proposition. There are simply no points outside this circle.
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propriedades meétricas sado textualmente definidas. Mas as
propriedades percebidas no diagrama sao como um
subconjunto de propriedades do objeto matematico. Isso
porque os diagramas sao bons para se pensar20’. (idem,
p.35.Traducao livre).

2.3.2. Um olhar para outras culturas

Keller (2005), em seu estudo sobre o0 modo como os diagramas eram usados
na india do século VII d.C, traz um comentario de Bhaskara sobre o Aryabhatiya e
faz uma distingéo entre figura e diagrama. Enquanto figura é a idéia abstrata de
um objeto matematico, diagramas sdo desenhos que representam tais idéias.

No decorrer de seu texto, o autor vai mostrando como, na india Antiga, figura
e diagrama tornam-se inseparaveis e até mesmo indistinguiveis. Eles sdo de tal
forma inseparaveis que um complementa e confirma o que o outro diz. “Parece
que os diagramas eram usados para reafirmar definicoes e definicoes
permitem a construcdo correta de diagramas®”. (Keller, 2005, p. 294.
Traducéo Livre).

Nessa cultura — a da india Antiga — os diagramas eram importantes &
compreensao do raciocinio matematico que esta sendo explicitado nos textos.

Keller, baseando-se na versdao impressa do comentario de Bhaskara, de
autoria de K. S. Shukla (1976) e no manuscrito da Kerala University Oriental
Manuscripts Library (KUOML), confronta as imagens visuais e nos traz indicagbes
de como os diagramas eram partes centrais do comentario de Bhaskara.

Bhaskara, em seu comentario do Aryabhatiya, segue uma estrutura de texto
que contém: uma sentenca introdutdéria, um comentario geral, exemplos

resolvidos, representacdo e procedimentos. A parte que diz respeito a

% Redefines the infinite, continuous mass of geometrical figures into a man-made, finite, discrete perception.
Of course, this does not mean that the object of Greek mathematics is finite and discrete. The perceived
diagram does not exhaust the geometrical object. This object is partly defined by the text, e.g. metric
properties are textually definite. But the properties of the perceived diagram form a true subset of the real
proprieties of the mathematical object. This is why diagrams are good to think with.
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representacdo € a que abre possibilidades para que possamos compreender a
pratica dos diagramas na Matematica da india que, segundo Keller, tém relacdo
intrinseca com o texto. Essa representacdao é acompanhada por um raciocinio —
que Bhaskara denomina procedimento — em que a resolugcdo do exemplo é
exposta. Os diagramas expressam situacoes diversas e podem ser figuras
geomeétricas simples, complexas, representacdao de objetos tridimensionais ou de
situagcbes concretas (problemas de aplicacdo). Mostramos, na seqiéncia, as
figuras F1, F2, F3 e F4 como respectivos exemplos desses usos. Buscamos
colocar as figuras que aparecem na edi¢cdao impressa ao lado das que aparecem
no manuscrito, como faz Keller em seu texto.

Figura F1. (Exemplo de figuras geométricas simples)

& ’;}m!&'ﬂ,@’bﬁﬁ

93 1%

q¥ KUOML Co 1712. Folio 42 recto-verso

Shukla. 1976, p. 64

Figura F2 (Exemplo de figuras geométricas complexas)
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Shukla. 1976. p. 48 KUOML Co 1712. Folio 33 recio

*l We have seen that diagrams could be used to rectify definitions, and conversely definitions would have

enabled the construction of correct diagrams.
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Figura F3 (Exemplo de representacao de objetos tridimensionais).

KUOML Co 1712. Folio 65 verso

F4 (Exemplo de representacdo de situacdes concretas®)

R

W

T .cﬁ_&_ﬂ'k 57 é_ﬁ"

Shukla. 1976. p. 102 KUOML Co 1712, Folio 60 recto

> Este problema é apresentado pelo autor como o problema do “Hawk and rat’, no entanto, nés o
conhecemos como o problema do “gavido e da cobra”. O gavido estd no topo de um poste e vé uma cobra que
deve correr para a sua toca localizada no pé desse poste.
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Keller nos chama a atencao para os desenhos mostrados no manuscrito.
Podemos observar que eles sdo desenhados em pequenas “caixas” € ndo tém
precisao ou proporcao. Nao sao raras, porém, as ocasides, no comentario, em
que Bhaskara descreve técnicas e ferramentas necessarias para a construgao dos
diagramas. Esse fato abre possibilidades de interpretacao sobre a construgéo dos
diagramas e Keller sugere que é possivel que os diagramas tenham sido
desenhados pelo matematico, nas suas superficies de trabalho,?® com precisao
e, depois, copiados — até mesmo por escribas — para os manuscritos. Essa
interpretacado é possivel porque, segundo Keller, o préprio Bhaskara sugere que
h& casos em que a precisado é requerida. E quais seriam esses casos?

Os diagramas assumem, ao longo do comentario de Bhaskara, diferentes
funcdes. Na maioria dos casos, eles sdo parte dos exemplos resolvidos, mas eles
podem estar sendo usados para: especificar uma definicdo, fazer um resumo do
processo, indicar um processo segundo o qual um procedimento é desenvolvido
OU Mesmo para uma prova.

Keller afirma que o vocabulario pode sugerir uma série de representacoes
e, nesse caso, os diagramas sao usados por Bhaskara para limitar ou induzir a
uma imagem mental apropriada a situagao.

Como resumo de um processo, Bhaskara usa o diagrama para mostrar o
que é conhecido e o que é requerido no problema. O diagrama indica os passos
para o raciocinio. O diagrama ndo mostra o processo, mas pode ser usado como
recurso heuristico, guiando o procedimento.

Como ilustracdo do que esta sendo dito, vamos considerar um dos
exemplos que Keller discute. Nas figuras abaixo, é requerida a area do triangulo®.
Sao conhecidos seus lados. Vemos que, nos desenhos que aparecem no
manuscrito, as alturas séo tracadas nos triangulos, porém nenhum valor esta
associado a elas. Isso mostra 0 modo como o diagrama sugere o que deveria ser

calculado: a altura do triangulo.

3 Keller nos descreve as “superficies de trabalho” tal como Netz o faz para os gregos. Elas eram como
“tabuas empoeiradas”, ou seja, cobertas por uma poeira muito fina, sobre a qual se podia escrever.
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KUOML Co 1712. Folio 36 recio

No verso 9 do comentario, Bhaskara considera a area de um tridngulo cujos
lados sé@o dados: 13, 15 e 14 e traz uma prova que considera o diagrama abaixo.

afcda: 33 R R

¥ R

Shuklz. 1976. p. 69 KUOML Co 1712, Falin <2 verso

E dito que a area do triangulo requerida é “a soma das metades das areas dos

campos retangulares. Esta area (do trilatero) € a soma das metades das

24 ~ CA . .7 2 . . N .
Keller ndo usa a palavra “tridngulo” mas sim “trildtero” pois, segundo ele, referiamo-nos as figuras

segundo seus lados e ndo a seus angulos.
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areas dos dois (retangulos), um de largura 5 e comprimento 12, o outro de
largura 9 e altura 122, (idem, p. 297. Traducao livre).

O diagrama resume o problema: sdao dados os lados e a figura mostra o
triangulo inscrito num retangulo. A altura do tridngulo divide-o em dois triangulos
retAngulos cuja area equivale a metade dos retangulos nos quais o primeiro foi
dividido. Keller diz que o diagrama que ilustra o processo pode também ser usado
para expressar 0 processo, ou seja, ele pode ser um recurso de comunicacao do
pensar do matematico para a resolugéo do problema.

Mas e quanto a prova?

Keller diz que o comentario de Bhaskara exige um tipo de raciocinio
especifico: a verificagdo. Ele discute procedimentos que justificam regras usadas
por Aryabhatiya, porém nao faz provas formais, no sentido que as conhecemos
hoje, ou como as que sao tratadas nos Elementos de Euclides. A palavra prova é
usada para se referir ao diagrama em que se esta trabalhando. Por exemplo: ao
falar da semelhanca de triangulos, Bhaskara diz que, para encontrar a medida de
um determinado lado do triangulo, é possivel recorrer a regra de trés. Ele escreve:

2 (idem,

“para mostrar a prova da regra de trés, um campo € representado
p. 299. Traducgao livre). Segue-se, entdo, um diagrama.

Keller conclui que, o que para nés é fundamental na exploragdao geométrica,
a prova, para Bhaskara é apenas um recurso de linguagem ja que a verificagao
esta sendo dada pelo diagrama. Destaca, porém: reconhecendo que, se o trabalho
se dava sobre uma superficie empoeirada e as exploracdes eram orais, nada se
pode afirmar sobre as provas sem que se fantasie o processo. O que temos de
informacdes escritas nos levam a crer que, na Matematica da india Antiga,
dificilmente se pode separar definicdes de diagramas sem que a significacdo do
trabalho seja perdida.

Indicagbes do significado dos diagramas ou das figuras na organizacao
matematica de outras civilizagbes podem ser encontradas, por exemplo, no

trabalho de doutorado de Gaspar (2003). A autora faz um estudo que mostra como

2 Or else, its area is the sum of half the areas of two rectangular fields. This area (of the trilateral) is the sum
of half the areas of these two (rectangles), the one whose width is five and length twelve, and the second one
also, whose width is nine and length twelve.
2% In order to show the proof of (that) Rule of Three, a field is set down.
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as figuras foram significativas ao calculo de &reas e volumes em diferentes
culturas. Ela descreve processos especificos para construcbes de figuras
geométricas que sao usados, por exemplo, na solucdo de problemas de
construgao de altares. Gaspar destaca que, nas civilizacdes antigas, como por
exemplo na Babilbnia, nenhum teorema ou prova explicita € encontrado. A
geometria Egipcia da énfase as aplicagcbes praticas e investigacbes de
propriedades geométricas.

Uma nova questéo, entretanto, nos intriga: consideramos os estudos de
Netz de 1999, o trabalho de Gaspar, de 2003, e ouvimos Keller em seu artigo
publicado em 2005. O que mais ha, em termos de discussdo, sobre os
diagramas? Essa questao nos levou ao workshop da Universidade de Pisa, que

apresentamos a seguir.

2.3.3. Os diagramas nos contextos atuais: Workshop na Universidade
de Pisa

Em novembro de 2004, na Universidade de Pisa, ocorreu um workshop
intitulado “The Problem of Diagrams and Drawings Criticism in Mathematical
Texts”, cujo objetivo foi discutir a necessidade de se estabelecerem regras para a
impressdo de “diagramas criticos” nos livros textos de matematica. Essa
necessidade surge devido a auséncia dos diagramas ou a sua alteragdo que leva
a uma mudancga de foco na produ¢do matematica. Essa mudanca envolve tanto a
forma de compreender o pensamento matematico, ja que a alteragéo das figuras
pode levar o leitor a uma interpretacao distinta daquela na qual a proposicao foi
concebida, quanto a uma alteragdo do caminho da demonstragdo da proposigéo.
Os trabalhos apresentados no workshop continham estudos de casos envolvendo
diagramas e deveriam enfatizar sua “relevancia para a compreensao do texto

matematico e a relevancia da escolha do diagrama para um ponto de vista
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critico2?.” (Minutes, 2005, p. 06. Traducao livre). A exposicdo oral
concentrar-se-ia nas principais caracteristicas filoséficas ou matematicas do
diagrama que estaria sendo apresentado e na solugao que o autor do trabalho
propunha.

Franco Ghione, por exemplo, apresenta um texto que discute as figuras no
Teorema de Menelau. Nesse texto ele afirma que, em alguns casos, as figuras
ajudam a compreender o sentido das proposi¢des formais e sdo de grande ajuda
na compreensao sintética.

No entanto, Ghione chama a atencao para o fato de que, atualmente, ha um
namero muito reduzido de figuras nos textos matematicos, o que € um indicio de
que, como elas sao consideradas falsas ou enganosas pelos matematicos, elas
nao aparecem na redacao final de seus trabalhos e, portanto, os editores ndo as
consideram dignas de atencdo. Essa “pouca atencao ao aspecto visual
(design), a simples beleza artistica e ao sentido das figuras" (Ghione, 2005,
p. 53. Traducao livre?8), faz desaparecer a evidéncia fundamental do
pensamento original do autor e, embora ndo seja objetivo do texto desmerecer o
rigor da estrutura matematica, acredita-se que o uso inteligente das figuras néo
apenas auxilia a compreensao do desenvolvimento matematico como propicia que
nossa imaginacao crie situagdes e exemplos que o texto formal sozinho n&o o
faria.

Nesse momento o autor nos chama a atencao para a variedade de modos
em que um teorema pode ser considerado. Ou seja, para Ghione, 0 modo que
expde a importancia de um teorema varia segundo o momento histérico em que
ele estd sendo considerado. Ele nos diz que “teoremas nao séo
constantemente considerados importantes do mesmo modo” (idem, p. S2.
Traducao livre29) j4 que ndo se mantém fiel ao “espirito do momento histérico” no
qual estdo sendo considerados.

Diz o autor,

*" Emphasizing the relevance of the diagram, in understanding the mathematical text, and the relevance of the
chosen diagram from a critical point of view.
% This, in the final analysis, leads to the modern idea of publishing mathematical subjects with little regard
for the design, the simple artistic beauty and the sense of figures.
% Theorems are not constantly important in the same way.
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“O teorema da classificacao de poliedros regulares, por
exemplo, era extremamente importante, seja na matematica
ou na filosofia, desde Platdo até a divina proporcao de
Pacioli. Hoje ele € minimamente considerado, e, quando €
ensinado, sua prova é evitada. /.../ Acreditamos ser muito
util - para compreensao do desenvolvimento matematico e
do pensamento matematico em geral - considerar teoremas
em referéncia a sua historia e na teia de seus significados
possiveis30” (idem, 2005, p. 52-3. Traducao livre).

Ghione defende, em seu texto, que a abordagem histérico-filoséfica torna
possivel ver o processo de construcao das provas em que se envolveram muitos
matematicos e cada um deles traz uma contribuicdo que, sendo ou ndo decisiva
para a prova, mostra a riqueza tanto do préprio teorema quanto do meio disponivel
no qual as constru¢cdes matematicas se consolidaram. A histéria e filosofia tornam
viva a riqueza do solo em que uma proposicao ou um teorema foi descoberto,
compreendido e expresso.

Ghione afirma que “o pouco interesse que matemdticos e historiadores
tém pelas figuras, no final, enfraquecem o contetido cientifico do texto” (idem
p. 57. Traducdo livre®') pois, ha casos em que as figuras tém importancia
particular, e, muitas vezes, acrescentam um novo significado ao texto.

Para considerar um outro exemplo ilustrativo da importancia das figuras no
texto matematico, vamos considerar o texto de P. Crozet, Editer dés figures dés
manuscrits drabes dés géométrie: 'exemple d’al Sijzi.

Nesse artigo, o autor discute a dificuldade que encontram os editores dos
tratados de matematica arabe no que diz respeito as figuras geométricas, dadas a
distancia no tempo, das tradi¢des cientificas em que elas surgiram e a forma como
os manuscritos foram copiados. Ele argumenta que, embora os diagramas fossem
auxiliares indispensaveis ao pensamento de matematicos como, por exemplo, o
caso de Arquimedes que ele explicita, as edicoes atuais podem passar uma outra

idéia. Salienta que uma resposta definitiva a questao das normas para a edicao

*The theorem of classification of regular polyhedral, for example, was extremely important, be it on
mathematical or philosophical Ground, starting from Plato up to Pacioli’s divine proportion. Today this
theorem is very slightly considered, and when it is taught, its proof is avoided. We believe it very useful for
understanding mathematics statements and general mathematical thought — to insert theorems in the richest
possible environment, considering them with reference to their history and the web of their possible
meanings.
*!This case shows how the little interest mathematicians and historians have for figures in the end weakens the
scientific content of the text. (grifos da pesquisadora).
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de textos antigos, embora necessaria, parece estar ainda em nivel de discussao
inicial. A solucao, segundo acredita esse autor, estda em buscar a resposta a
questao na prépria matematica, ja que a relagao entre o geral e o particular esta
em perfeita correspondéncia com o proprio texto. Para exemplificar, ele traz a
proposicao cinqienta do Livro dos Lemas, atribuido a Arquimedes e comentada
por al-Sijzi, que lhe da um certo nimero de demonstragdes alternativas.

Crozet enuncia,

Consideremos, sobre o diametro AB de um semicirculo, um
ponto qualquer C; por ele construimos os semicirculos de
diametros AC e CB, e levantamos por C uma perpendicular
CD a AB; construimos, finalmente, de uma parte a outra da
perpendicular os dois circulos tangentes a perpendicular e
aos dois semicirculos. A proposicdao cinquenta do Livro dos
Lemas assegura que esses dois circulos sao iguais. A figura
apresentada pelas sucessivas edicoes de trabalhos é similar
a figura seguinte, onde os dois circulos iguais sao os
circulos HGEF e LMN32” (Crozet, 2005, p. 34. Traducao
livre).

figura 1

2 On considere, sur 1¢ diamétre Ab d’um demi-cercle, um point quelconque C; on méne les demi cercles de
diametres AC et CB, et on éleve en C la perpendiculaire CD a AB ; on construit enfin, de part et d’autre de
cette perpendiculaire, les deux cercles tangents a la perpendiculaire et aux deux demi cercles. La cinquieme
proposicion du Livre des lemmes assure que ces deux cercles sont éguaux. La figure présentée par les éditions
successives de I’ouvrage est similaire a la figura suivante, ol les deux cercles éguax sont les cercles HGEF et
LMN.
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No entanto, diz Crozet, al-Sijzi nos mostra uma outra figura onde o ponto
que divide o didmetro do grande semicirculo, denominado ponto K, € ponto médio

desse diametro (considerado por al-Sijzi como GU).

figura 2

mesmo que os matematicos tenham declarado algumas
linhas a mais no texto, este caso particular introduz uma
propriedade suplementar que nao existe no caso geral, a
saber, que os circulos tangentes a perpendicular KQ sao
igualmente tangentes entre si33”. (idem p. 35. Traducao
livre).

A figura apresentada por al-Sijzi, cujos manuscritos podem ser encontrados
na Biblioteca Nacional de Paris, é completamente distinta da primeira. al-Sijzi fala
de um dos dois circulos como sendo de didmetro AS, onde S é o ponto de
tangéncia desse circulo com KQ, e introduz o outro como sendo o circulo SJ, onde
J é a intersecao do prolongamento de GS com o semicirculo de diametro GU.

Em sua demonstragao, semelhante a que é atribuida a Arquimedes, al-Sijzi
nao utiliza construgcdes que coloquem em jogo o circulo de didametro AS e a
igualdade GK.KU = GU.AS; a concluséo se limita, entdo, a utilizar uma observagéo
com um desenvolvimento similar para o segundo circulo dando a mesma
igualdade, onde AS serd, todavia, substituido pelo diametro do segundo circulo, o
que permite deduzir a igualdade dos dois didmetros.

¥ Méme que 16 mathématicien ’avit explicitement déclaré quelconque quelques lignes plus haut, ce cas
particulier introduit une propriété supplémentaire qui n’existe pas dans le cas général, & savoir que les deux
cercles tangents a la perpendiculaire KQ sont égalment tangents entre eux.
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Com esse exemplo, o autor conclui que néao se pode afirmar que normas de
uso antigo sdo sempre idénticas ou entdo que as normas antigas sdo hoje
aplicadas com o mesmo rigor. Segundo ele apenas se observa que € necessario
restituir as figuras suas imagens originais, isto €, expor os diagramas tal qual eles
sdo encontrados nos manuscritos, ja que alteracbes podem nos impedir de
conhecer, inclusive, o objeto matematico como ele foi concebido.

Os textos discutidos no workshop nos mostram que a falta de atencdo com
as figuras, nas edicdes de matematica, pode fazer desaparecer a evidéncia do
pensamento original do matematico. Isso nos leva de volta ao nosso questionar e,
novamente, perguntamos: sdo os diagramas auxiliares para o pensamento
matematico?

As leituras realizadas até o momento nos levam a crer que as figuras sao
uma parte “sombria” dos textos matematicos e que ainda nao estdo totalmente
exploradas. Porém, se queremos compreendé-las como inseridas num contexto
de producdo matematica, devemos olha-las como diagrammas, tal qual elas
eram concebidas na matematica grega, e ndo como simples ilustracbes que
realcam o design das publicagdes de textos matematicos. A mostra do workshop
nos faz questionar essa desatencdo com as figuras e nos leva de volta ao
pensamento que nos pde diante da producdo do conhecimento no momento em
que o matematico realiza seu trabalho e busca um modo de expressar ou
comunicar as suas idéias.

Seriam os diagramas expressdes simples desse pensar? Seriam o0s
diagramas validos como pontos de apoio e ancoragem da produ¢do matematica?
Haveria, ainda hoje, num contexto que prima pelo rigor da linguagem e o fazer
analitico, disponibilidade para um pensar que se volte aos diagramas? Como seria
a atual producdo matematica e o pensar do matematico que se envolve com a
producao e o ensino dessa ciéncia dentro do conceito de rigor hoje imperante?

Isso nos faz vislumbrar a possibilidade de questionar a vivéncia do
matematico em seus modos de tratar os objetos matematicos. Seria possivel
perguntar por essa vivéncia? Haveria uma ligacdo entre a vivéncia da figura,

entendida como intuitiva, e o0s conceitos matematicos ou a objetividade
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matematica? Como a manipulacdo ou construcao de figuras pode satisfazer
determinadas relacbes matematicas?

Essas questdes nos apontam um novo rumo: vé-se a possibilidade de
perguntar pelo significado dos diagramas para quem, hoje, se envolve com a

producgdo e o ensino de matemdtica.

“/.../ filosofia [é] este amor a ... que se dd como a saudade da
pdtria ... precisa se manter na negatividade, na finitude. Filosofia é
o contrario de todo aquietamento e asseguramento. Ela é o
turbilhdo para o interior do qual o homem é arrastado, afim de que
assim sozinho e sem a presenca de qualquer fantasia compreenda
o ser ai” (Martin Heidegger, 2003).
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Capitulo lll - Procedimentos de Investigacao

“O inicio auténtico é sempre, enquanto salto, um salto que antecipa
[avanco — Vorsprung], no qual tudo o que estd para vir estad ja
ultrapassado [tibersprungen/, se bem que como algo de velado. O
inicio ja contém, encoberto, o fim. O inicio auténtico ndo tem nunca,
certamente, o cardter de principiante [Anfdingerhafte] que tem o que
é primitivo” (Martin Heidegger, 1998).

3.1. Novos rumos: o olhar que vé as entrevistas ...

A medida que caminhamos, o percurso da investigacdo vai se desenhando
e tornando possivel o falar sobre o que, a principio, era uma inquietagdo. A
pergunta que orienta a busca se mantém fiel ao desejo de querer saber, mas vai
se revelando em diferentes modos de ver. As possibilidades de compreensao vao
se abrindo e os caminhos se diversificam, trazendo beleza e riqgueza ao destino do
que se pesquisa. Perguntar pelo significado dos diagramas na producdo do
conhecimento matematico nos faz olhar para diferentes contextos e nos traz aos
dias atuais. Consideramos, atentamente, a exposicdo de estudiosos de filosofia e
histéria da matematica, que se apresentaram no Workshop de Pisa discutindo a
importancia das imagens nos textos de matematica. Agora indagamos: e 0s
matematicos, as pessoas que, nos dias atuais, estdo envolvidas com a producao e
o ensino dessa Ciéncia, o que pensam sobre as figuras e os diagramas?

Abre-se a possibilidade de realizarmos entrevistas e, com elas, buscar um
modo de compreender, com base em relatos individuais de experiéncias vividas
por sujeitos em situagdes de producdo, ensino e estudo de matematica, se e como
os diagramas sao considerados significativos na producao atual.

Tomando, como sentido primordial, a experiéncia vivida pelos sujeitos e
orientados pelo foco da pesquisa, elegemos os sujeitos. Optamos por entrevistar

professores de curso superior que lidam com a Ciéncia Matematica tanto do ponto
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de vista do ensino quanto da pesquisa. Escolhemos trés universidades estaduais:
USP (Universidade de Sao Paulo), UNESP (Universidade Estadual Paulista) e
UNICAMP (Universidade Estadual de Campinas) e entrevistamos 05 (cinco)
professores. O fato de nos atermos as universidades estaduais se deve ao seu
significado histérico neste Estado, tanto no desenvolvimento de pesquisa em
Matematica, quanto ao de formar professores e pesquisadores de Matematica.

Nessas Universidades a escolha dos depoentes nao foi aleatéria, mas
buscou pautar-se na relevancia do trabalho que vém efetuando no ensino superior
de Matematica e na prépria producao dessa Ciéncia.

Da UNESP, nossa familiaridade com o trabalho do corpo docente de
Matematica permitiu que nos dirigissemos a um docente especifico que concordou
em dar o depoimento, bem como autorizou que gravassemos a entrevista.

Da USP, o sujeito 1 também foi escolhido por nossa familiaridade com o
seu trabalho tanto na docéncia no curso de Licenciatura em Matematica, quanto
nos cursos de especializacao e formacao continuada de professores. O sujeito 4,
também da USP, foi uma indicacdo do entrevistado 1 que mencionou sua
preocupacao com a formacédo do professor de Matematica e com a producgéo
Matemaética.

Da UNICAMP, Universidade com a qual ndo estamos familiarizados,
recorremos as pessoas que tinham, na pagina da Universidade disponibilizada na
Internet, uma familiaridade com o trabalho na formacdo de professores e na
pesquisa em Matematica. Entramos em contacto com alguns docentes e os
depoentes 2 e 3 foram os que aceitaram dar a entrevista e nos permitiram a
gravacao.

A pergunta feita aos entrevistados foi elaborada considerando a
interrogagéo que orienta o trabalho e tem a intengdo de trazer elementos que
favorecam a compreensdo do que € investigado. Perguntamos aos sujeitos
entrevistados®': em sua opinido, qual o significado dos diagramas (figuras) na
producgcdo do conhecimento matemdtico? E nas atividades de ensino de

matemadatica?

* Por motivos éticos ndo divulgaremos os nomes dos professores entrevistados.
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3.2. Construindo o caminho para a interpretacao do que é
perguntado

O termo tematizar € formado pela raiz tema, ou seja,
assunto, idéia, algo sobre o que dissertar, e pelo sufixo izar
que indica uma pratica; indica o ato de submeter a uma
acao ou tratamento o processo denotado pela raiz. Assim,
tematizar quer dizer por de forma estabelecida, localizada
um assunto ou topico sobre o qual se vai discursar,
dissertar ou falar seriamente” (Martins & Bicudo, 1989, p.
76).

O modo como a pergunta é formulada revela a intencao do pesquisador. O
cuidado que temos ao elabora-la é para que ela dé liberdade de o sujeito
entrevistado expor o sentido que os diagramas tém para ele, ou seja, a intengao é
que o sujeito possa se sentir livre para relatar como ele percebe os diagramas
nas atividades de ensino, pesquisa ou estudo de matematica, exemplificando sua
vivéncia com os diagramas e relatar fatos que considera importante.

Gravamos as entrevistas concedidas pelos sujeitos, com sua anuéncia, e
transcrevemos as fitas. A partir das transcrigdes, iniciamos uma organizacdo dos
dados para que fosse possivel fazer a analise e interpretacdo das suas falas.
Comegamos por descrever 0s dados obtidos nas entrevistas.

A descricdo € um momento que exige do pesquisador um rigor
metodoldgico pois, segundo Bicudo (2000), a descricdo, como trabalhada na
investigacdo fenomenoldgica, € um relato do percebido pelo sujeito e, como tal,
nao admite, por parte do pesquisador, julgamentos ou avaliagdes.

Ou seja, fazemos a leitura das transcricoes, tantas vezes quantas forem
necessarias para que a linguagem do sujeito faca sentido ao pesquisador, que é
orientado por sua interrogacdo. Sua interrogacdo é, segundo Martins®®, o ponto

principal na pesquisa, ja que é ela que indica a trajetéria, orienta os
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procedimentos, define os sujeitos e aponta a direcao das analises de dados na
sua interpretacao.

As leituras que sao feitas na fase inicial, atentas ao sentido do todo,
também nos orientam num proximo passo: delimitar, nas descricoes, as
“unidades de significado’. Essa delimitacdo se faz necesséria porque, “nao se
pode analisar todo o texto simultaneamente, entdo temos que quebra-lo
em unidades manejaveis” (Giorgi, 1985, p. 11. Traducdo livre®®), que serdo
analisadas individualmente.

Destacadas as unidades de significados, o pesquisador busca por
invariantes ou pelo que é caracteristico em cada descricdo. Estamos, nesse
movimento, envolvidos com a reducgdo fenomenoldégica que nos encaminha para
invariantes cada vez mais abrangentes, para o que denominamos, também, as
categorias abertas.

As categorias abertas  sao interpretadas pelo pesquisador num
movimento de reflexdao que procura transcender as descricées. Essa reflexao de

que se vale a fenomenologia

“é um movimento de busca do originario ... [que| ndo se
fecha no pensamento objetivo [mas|] se movimenta nos
limites do que é tematizado, do possivel e do evidente,
investigando os atos efetuados nesse pensamento,
recolocando-os no seu contexto. Portanto a reflexao
transcende os limites do pensamento objetivo, conectando-o
ao existencial, pois é a experiéncia vivida nesse nivel que
investe energia naquele pensamento” (Bicudo, 2000, p. 58).

Na reflexdo, nos dirigimos para as situacdes vividas na pesquisa, fazendo a
reducdo transcendental, num movimento que Husserl considera necessario para
que o pesquisador possa “compreender de dentro e a partir das fontes o
espetaculo do mundo” (Merleau-Ponty, 1992, p. 53), ou seja, &, pela redugao

que o pesquisador pode evidenciar as situacées que busca elucidar.

% Martins, Joel & Bicudo, Maria A. Viggiani. A pesquisa qualitativa em Psicologia: fundamentos e recursos
bdsicos. Sao Paulo: EDUC, Moraes Editora, 1989.
3 Since one can not analyze a whole text simultaneously, one has to break it down into manageable units.
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As compreensdes e interpretacées do pesquisador que sao expostas nas
analises das categorias abertas revelam-se como sinteses de transicdo, ou seja,
sdo expressdes do percebido no movimento de reflexdo orientada pelas
descricoes dos sujeitos e pela interrogacdo. Sendo compreensdes do percebido
elas sdo perspectivais®” e, como tal, “mutdvel e somente provavel; isto é, se
quisermos, ndo passa de uma opinido; mas que ... verifica ... a pertenca de
cada experiéncia ao mesmo mundo,seu poder igual de manifestd-lo a titulo
de possibilidades do mesmo mundo.” (idem. p. 49), Sao abertas a
interpretacéo e variacdo mas revela, em cada perspectiva, o todo percebido pelo

pesquisador no movimento reflexivo, na tematizacao do que busca compreender.

“Cada percepcao envolve a possibilidade de sua
substituicdo por outra e, portanto, uma espécie de
desautorizacao das coisas mas isso também quer dizer: cada

percepcao é o termo de uma aproximacao ... possibilidade
que pode ser irradiacdo desse mundo unico que ha” (idem
ibidem).

Desse modo, a andlise dos dados obtidos na pesquisa de orientacao
fenomenolégica, dao, ao pesquisador, elementos para dizer sobre o modo como
ele compreende aspectos do fendmeno que investiga e, sendo assim, nao
expressam conclusdes finais ou regras imutaveis. As analises do pesquisador
fenomendlogo sdo abertas a novas tematizacées e podem originar outras

compreensoes, interpretacées e comunicagoes.

70 termo perspectival estd aqui sendo tomado para significar que a compreensio expressa pelo pesquisador
revela uma (ou algumas) das vdrias perspectivas em que o fendmeno pode ser percebido.
50



3.3 Organizando os dados das entrevistas: procurando explicitar

o0 movimento realizado para a reducao fenomenolégica

Svensson (1986) afirma que a esséncia ou estrutura do fenémeno que 0
pesquisador fenomendlogo investiga ndo € o fim (objetivo) das anélises, mas que
sao significados que iluminam as relagdes da experiéncia vivida. “A esséncia de
que trata a fenomenologia nao € idealidade abstrata dada a priori,
separada da praxis, mas ela se mostra nesse proprio fazer reflexivo”
(Bicudo, 1994, p. 21).

Na pesquisa de orientacdo fenomenoldgica, considera-se importante
mostrar cada um dos passos que percorremos para chegar as interpretacoes para
que fique clara a compreensao que sera explicitada no discurso do pesquisador.
A praxis vai se revelando no fazer. Esse fazer traz elementos que sao
significativos para o pesquisador construir seus resultados do modo como ele o
faz.

Neste capitulo, procuramos tragcar o desenho do movimento reflexivo com o
qual nos envolvemos na pesquisa. No capitulo seguinte, apresentaremos as
andlises, iniciando com os quadrados das descricées, na linguagem ingénua® do
sujeito. Nele destacamos as unidades de significado que expressam o
percebido pelo pesquisador na fala do sujeito entrevistado.

Tendo optado por preservar a identidade dos sujeitos da pesquisa, vamos
nomear apenas Entrevista 1, para o primeiro sujeito e a Instituicdo a que ele
pertence. Entrevista 2, para o segundo sujeito e sua Instituicao e assim por diante.

Na seqUéncia do texto, organizamos o0 quadro de convergéncia das
unidades de significado procurando tornar explicito o movimento que nos
encaminha da andlise ideogrdfica, ou dos individuais, para a nomotética, ou
busca de generalidades que iluminam uma perspectiva do fendmeno investigado,
até as categorias abertas ou grandes regides de generalidades compreendidas e

interpretadas pelo pesquisador.

#* As descri¢des ingénuas do sujeito sdo assim consideradas por se tratar de uma linguagem espontinea do
sujeito que ndo foi tematizada pelo pesquisador. Na linguagem ingénua, o pesquisador mantém a forma como
o sujeito coloca sua experiéncia sem interferir no modo de ele se expressar.
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Construimos, logo ap6s o quadro das entrevistas, a Matriz Nomotética.
Nela trazemos as assercdes, ja organizadas segundo a compreensao do
pesquisador, e a sua localizacdo. Desse modo, se € uma assercao do primeiro
sujeito, identificada na unidade de significado niumero 3, ela sera indicada por 1.3.
Se ela for do quinto sujeito, e estiver na terceira unidade de significado, sera 5.3 e
assim sucessivamente.

Ao iniciarmos a construcao do quadro de assercdes, fomos percebendo que
algumas delas apontam para mais de uma unidade de significado e sao ditas por
mais de um sujeito. Isso nos levou a um préximo passo na busca das
convergéncias. Procuramos o0s invariantes, 0 que, nas assercoes, dizem de uma
mesma idéia. Construimos, entdo, uma nova tabela que traz esses invariantes
percebidos e nos encaminha para as grandes convergéncias, para os invariantes
que dizem da estrutura do fendbmeno investigado. Nesta pesquisa, que também
trabalha com a insercdo da hermenéutica, encaminhamo-nos para um outro

momento, que concerne a interpretacao das Categorias Abertas.
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Capitulo IV: Analise dos Dados da Pesquisa

O uso mais antigo da palavra analise encontra-se em
Homero e, exatamente, no segundo livro da Odisséia. Ela é
usada ali para aquilo que Penélope faz todas as noites, a
saber, desfazer a trama que ela tecera durante o dia.
avalvew [analisein] significa aqui o desfazer de uma trama
em seus componentes. Em grego significa também soltar, por
exemplo, soltar as algemas de um preso, libertar alguém da
prisao” (Heidegger, 2001, p. 140].

4.1. A analise ideografica: expondo as unidades de significados.

Iniciamos, neste capitulo, a apresentacdo do modo como “desfazemos a
trama” do que investigamos na intencédo de libertar*® o sentido do que esta sendo
compreendido.

Comegamos nosso movimento de analise dos dados trazendo o quadro
construido com as unidades de significado.

A busca pelas unidades de significado inicia 0 movimento da andlise
ideogrdfica onde a intengdo do pesquisador é “produzir a inteligibilidade do
fenomeno através do desocultamento das idéias” (Machado, 19994, p. 40) que
permeiam os discursos dos sujeitos.

Ha, como dissemos anteriormente, um rigor metodoloégico que acompanha
cada fase da pesquisa fenomenoldgica e a consideracdo essencial é a
interrogagédo que orienta os passos da investigacdo. Essa busca, rumo a anélise

interpretativa dos dados, n&o se realiza no vazio e no indeterminado. Ela se lanca

% Por ora, ndo nos deteremos na exposi¢io do termo libertar o sentido, que estamos usando. Voltaremos a ele
na seqiiéncia do texto.
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a um futuro com fundamento no presente e no passado das experiéncias vividas
pelo pesquisador. Heidegger nos diz, acerca disso, que ha um fundo sobre o qual
a analise se edifica. Mesmo que esse fundo esteja, a principio, encoberto, ele ja o
€, e 0 “ir buscar” [Holen], o que nos dados se mostra, “é¢ um tirar [Shopfen] —
(no sentido que se diz:) ir tirar agua da fonte” (Heidegger, 1998, p. 81).
Esse principio deve ser auténtico, isto &, ndo deve ter o carater de primitivo ja que
considera as experiéncias vividas pelo pesquisador, sua intengcdo na pesquisa e,
sobretudo, sua condicdo de abertura para ouvir o dizer dos sujeitos. O
pesquisador deve deixar que o sentido se revele, e, esse deixar requer uma
atividade elevada, e ndo passiva, ja que é nela que emergem as possibilidades de
compreensao do que esta sendo investigado. O deixar emergir, des-cobre#0 o0 que
esta presente nos dados e torna o conhecer possivel. O olhar do pesquisador
deve estar atento para o que, na mutabilidade do que encontra, permanece. Isso
que na mudanca permanece € o que lhe dara possibilidades de compreender o
fendbmeno que investiga.

As unidades de significado vislumbradas nas asser¢cées dos sujeitos sao,
portanto, o que, nos diferentes dizeres, ouvimos permanecer. Nomeamos essas
unidades de tal modo que pudéssemos, posteriormente, na andlise e interpretacao
das categorias, trazer nossa voz, nosso modo de entender o fendmeno que
investigamos. Essa nomeacao considera nossas experiéncias vividas e o dialogo
travado com os diferentes autores ao longo da pesquisa. As categorias abertas,
com as quais iremos trabalhar na analise dos dados, sdo nomeadas pelo
pesquisador que tem a intencado de expressar sua compreensao do fenédmeno que
investiga. Esses nomes ja sdo, portanto, expressdes do sentido que os dados
comecam a fazer para o pesquisador.

Assim € possivel que, ao nomear as categorias abertas, o pesquisador
deixe transparecer a identidade percebida entre as falas dos sujeitos, suas
experiéncias vividas e o didlogo empreendido com os autores que discutem o
tema investigado. Passamos por esse processo de analise e interpretacdo dos
dados e nos sentimos envoltos no movimento descrito por Heidegger que

%00 termo des-cobre esta sendo usado no sentido de des-cobrir algo que, de inicio, estd encoberto, ou seja, no
sentido de des-velar, tirar o véu, deixar que ele aparega.
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descreve 0 modo como o pesquisador se lanca a um futuro com fundamento no
presente e no passado. Nao partimos de categorias prévias que dariam a
condicdo sob a qual os dados da pesquisa pudessem vir a ser interpretados. A
interpretacéo na pesquisa fenomenol6gica da-se num movimento que se pde a si
mesmo em questdo. Esse questionar coloca o pesquisador no centro da pesquisa
e o O faz perguntar por suas concepg¢des, analisar o modo como compreende 0
que investiga e abrir-se ao que, nos dizeres de seus sujeitos, se Ihe apresenta.

Segundo Heidegger, nessa fase da pesquisa, estamos imersos num certo
modo de proceder que exige um “salto” e “saltar s6 pode, quem toma o
impulso devido. E € nesse impulso que tudo se decide. Pois ele significa
que voltamos realmente a investigar as questdoes. E € no mover-se das
questoes que se criam as perspectivas”. (Heidegger, 1987, p., 197). O
vislumbre dos passos futuros nos faz almejar que as perspectivas abertas pela
nossa investigacao nos permitam ultrapassar o limite inicial de compreensdo. O
modo como 0s sujeitos da pesquisa expressam o significado epistemolégico que
os diagramas assumem para eles € o que nos pde a caminho da reducao
fenomenolégica em busca de clareza para a questao que estamos investigando.

Trazemos, na sequéncia do texto, os primeiro passos dados para a
compreensao dos dizeres dos sujeitos. Organizamos um primeiro quadro — quadro
(1) - com as Unidades de Significado elaboradas a partir das entrevistas.
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4.1.1. Entrevista 1 — Docente do Departamento de Matematica
USP/SP - entrevista realizada em 26 de outubro de 2005

Unidades
de
Significado

Linguagem do Sujeito

Assercoes

E1.1

A geometria é o protétipo da ciéncia dedutiva /.../
€ muito forte esse aspecto dedutivo na
geometria /.../ sempre se da muita énfase ao
formalismo da teoria, até alertam que vocé usar
a figura ndo faz parte da demonstracdo de um
certo fato. Aquilo serve apenas como um auxilio
que esta ali em paralelo. Mas vocé nao pode
usar fatos que estdo sendo induzidos pela
figura. /.../

Entdo tudo isso vem por causa desse aspecto
dedutivo da geometria /.../ mas existe um outro
aspecto também que é muito importante no
ensino da geometria que é o aspecto indutivo.

O sujeito afirma que, na
geometria, vista como
ciéncia, o aspecto
dedutivo é muito forte e
que sempre ¢é dada
énfase ao formalismo.
Porém, considera que a
indugé@o € importante no
ensino da geometria.
Afirma, ainda, que ha
um alerta sobre o fato
de nédo se poder usar a
figura como
demonstragéo.

E1.2

As vezes seria mais interessante, muito mais
proveitoso para 0 nosso aluno, se ele pudesse,
ao invés de receber um resultado pronto, chegar
aquele resultado. Ao invés de “vamos provar o
teorema do angulo inscrito”, seria “vamos
arrumar uma maneira de o aluno poder
conjecturar aquele resultado”, de ele chegar no
resultado. Porque na matematica profissional,
em geral, se faz assim. A prova é consegiéncia
de um resultado que foi especulado, foi testado,
usando outros recursos. E no ensino da
geometria esse lado, esse aspecto indutivo da
geometria eu acho muito pouco explorado.

No ensino, o aluno
deveria poder conjeturar
resultados ao invés de
somente provar
teoremas.

O sujeito considera isso
importante, porque,
segundo ele, na
matematica profissional,
esse é o procedimento:
a prova é consequéncia
de resultados
especulados e testados
por outros recursos.
Para ele, o aspecto
indutivo, no ensino, é
pouco explorado.

E1.3

E importante fazer o aluno construir figuras, ou
com régua e compasso, ou usando algum
software de construcdo geométrica /.../ hoje,
existem muitos instrumentos para o aluno usar
/...] para conjecturar resultados. E ai sim, ai a
figura entra de uma maneira fundamental, pois é
0_aspecto visual. Aquilo assume uma postura
muito mais_relevante do que quando vocé faz os
aspectos dedutivos da teoria

O depoente destaca a
importancia de o aluno
construir figuras, usando
régua e compasso ou
softwares geométricos,
para conjeturar
resultados.

Nessa construcdo a
figura é fundamental
pois o0 aspecto visual
assume uma posicao
relevante.

E1.4

Na producdo do conhecimento matematico /.../
principalmente  para a compreensao de
resultados _geométricos ainda é fundamental a

Para o
producao
conhecimento

sujeito, na

do
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Unidades
de
Significado

Linguagem do Sujeito

Assercoes

utilizacdo dos diagramas

matematico,
diagramas
fundamentais para a
compreensao dos
resultados geométricos.

0s
sao

E1.5

Tem uma teoria em geometria diferencial,
chamada teoria das superficies minimas /.../
para a qual se buscava um exemplo de uma
superficie desse tipo que tivesse uma mesma
propriedade que é a que o catendide tem (ndo
ter auto intersecgdes e ter curvatura total finita).
/.../ Celso Costa (na época doutorando do ITA)
nao estava procurando exatamente esse
exemplo, estava pesquisando outras coisas e
apresentou um exemplo de uma superficie,
mediante equacdes, e vocé sabe que é muito
dificil tendo equagdes de superficies /.../ fazer o
desenho. /.../ . Ele conhecia o desenho, mas a
superficie tinha assim um certo miolo que era
extremamente complicado. /.../

Ele conseguia, a partir das equagdes, fazer
inclusive o desenho na mao. /.../ Mas ficou essa
questdao da pergunta o que era o miolo. /.../
David Hofmam (matematico americano, membro
da banca de Celso Costa) levou adiante o
projeto e colocou aquelas equacdes no
computador para investigar. /.../ A principio ele
ndo enxergava muita coisa na tela do
computador, mas rodando a figura, colocando-a
em outras posicdes, ele comegou a perceber
algumas simetrias. Parecia que a figura tinha
alguns planos de simetria e, a partir dessas
indicacdes, que o computador estava Ihe dando,
ele comecou a tentar mostrar, a fazer a conta
algebricamente.

O sujeito afirma que
uma teoria da geometria
diferencial foi
investigada com a
visualizacao

possibilitada pelo
computador. Relata que
o] investigador,
inicialmente, nao
conseguia fazer um
desenho em que o
amago ou o centro da
figura fosse revelado a
partir das equacdes que
tinha. Porém, uma
segunda pessoa se
interessou em investigar
o assunto e, com o
auxilio do computador,
com a figura gerada
num software de
geometria dindmica,
obteve indicagbes para
construir uma
demonstragao algébrica.

E1.6

Hofmam agiu exatamente como um matematico
profissional. Ele usou o desenho, no caso, ele
usou o computador apenas como um indicativo
de uma certa propriedade. O computador
mostrou para ele um caminho: “olha talvez aqui
tenha algo”. A partir dai, com 0 conhecimento
matematico que ele tinha, ele consequiu provar.

A atitude de quem
investigava a figura
gerada no computador,
era a de um matematico
profissional que vé, na
figura, um caminho, e, a
partir de entéo,
articulando 0
conhecimento
matematico, consegue
efetuar uma  prova
matematica valida.

E1.7

A algebra realmente ndo precisa desse recurso,
mas eu acho também uma pena. Nos meus
cursos de algebra que eu fiz aqui /.../ eu nunca

Mostra sua surpresa
quando, num curso de
algebra, sobre teoria dos
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Unidades Linguagem do Sujeito Assercoes
de
| Significado

vi o professor fazer uma figura na lousa, nunca | grupos, o0 professor
vi./.../ Depois, ja na pdés-graduagao, fiz um curso | comegcou pelo desenho
de teoria dos grupos com outro professor. Para | de um quadrado para
mim foi um chogue quando, na primeira aula, o | determinar o grupo de
professor foi a lousa /.../ e comeca desenhando | simetrias.
um_quadrado. Ele desenhou um quadrado e a | Afirma que, mesmo na
partir do quadrado ele comecou a desenhar os | algebra, o recurso a
eixos de simetria do quadrado. E o que ele | geometria  foi  muito
queria com aquilo era achar o grupo das | esclarecedor.
simetrias do quadrado. Para mim aquilo foi /.../
muito esclarecedor porque o professor mostrou
pra gente que, embora o curso fosse estudar
uma estrutura bastante algébrica, poderiamos,
assim mesmo, ter como recurso a geometria

E1.8 Recentemente, estive com um livro de geometria | O entrevistado diz que

da Springer /.../ para o0 curso superior que
discute  geometria  euclidiana, = geometria
hiperbdlica, geometrias arquimedianas. /../ O
texto é recheado de figuras. E mais ainda foram
feitas a mao pelo préprio autor. Ele fez questao
de fazer. Ele ndo permitiu que as figura fossem
feitas usando recursos computacionais ou
recursos graficos. Ele fez questdo de, ele
mesmo, fazer as figuras do livro. E ele /.../
justifica indo /.../ um pouco na dire¢do disso, do
papel dos diagramas, pois ele faz questdo de
construir, com régua e compasso, as
demonstracdes que ele estd fazendo. /.../

Em um certo momento ele apresenta a
axiomatica do Hilbert. /.../ A partir desse
momento ele faz as provas de uma maneira
mais formal, mas as figuras acompanham o
texto. Ao longo do texto as figuras fazem parte
do acompanhamento para o entendimento das
demonstragbes. Evidentemente ndo como parte
da prova, mas como parte do entendimento.

teve, recentemente,
contato com um livro
ilustrado a mao, pelo
préprio autor.

Afirma que ha uma
opcdo do autor por
construir as  figuras,
usando régua e
compasso, porque
considera que, embora
elas nao sejam parte da
demonstracdo, elas sao
inerentes ao
entendimento da
demonstragao.
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Unidades
de
Significado

Linguagem do Sujeito

Assercoes

E2.1

Sem duvida os diagramas fazem parte da minha
vida. Eu sou bastante geométrica nas minhas
argumentacdes. Entdo quando eu estou
pensando um exemplo, mesmo em minha area
de trabalho, de utilizacdo, eu gosto de pensar
uma situacao mais simples possivel, mais baixa
possivel, em R em R® em que eu possa fazer um
desenho e ter um sentimento do que esta
acontecendo ali

O sujeito afirma que os
diagramas fazem parte
de sua vida. Busca
pensar em situacbes
mais simples possiveis
em que possa fazer um
desenho para ter a
percepcao do que esta
acontecendo.

E2.2

Nas aulas eu percebo que € uma ferramenta de
apoio muito importante para os alunos, de ajuda
para a compreensdo. Entdo os desenhos, as
figuras, os diagramas, os gréficos, tudo isso faz
parte bastante das minhas aulas, das minhas
explicagdes, quer seja no calculo ou na geometria
analitica. E um pouco mais dificil na algebra
linear, mas quando ¢é possivel fazer uma
interpretacdo geométrica eu procuro fazer e
lancar mao de uma figura, na geometria plana
sem duvida.

Vé os diagramas, as
figuras e os gréficos
como uma ferramenta de
apoio muito importante
nas aulas de célculo e,
especialmente, nas de
geometria, embora
também veja a sua
importancia na algebra
linear. Enfatiza que nas
aulas de geometria
plana, € inquestionavel o
recurso as figuras.

E2.3

E um recurso muito usado nas minhas pesquisas
€ nas minhas aulas.

Afirma que os diagramas
sS40 um recuso muito
usado em suas
pesquisas.

E2.4

[N6s] estamos trabalhando com atividades
computacionais e projetos no ensino de calculo e,
sem duavida, o que nés trabalhamos no
computador € a visualizacao /.../ dos graficos, das
parametrizacdes, das curvas, das superficies. Os
teoremas importantes do célculo, [tais como]
teorema de Green, de Gauss, Stokes na questao
da visualizagdo é um trabalho que mostra
bastante nossa trajet6ria nesse percurso com o
computador.

Em projetos de ensino
de calculo trabalha com
a  visualizacao, via
computador, de graficos
e das parametrizagbes
das curvas. Destaca que
essa visualizacao,
favorecida pelo
computador, € bastante
utilizada para teoremas
importantes do calculo.
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E2.5

Vocé produzir uma figura no computador,
produzir um grafico e s6 ainda é pouco, vocé tem
que tirar o que vocé puder daquela figura, entao
fazer as perguntas, conseguir responder /.../ 0
que a gente retrata ai, € a busca do significado
daquele diagrama para o aluno. E a
interpretacdo, o que ele pode tirar, € a leitura
dele. Porque é mais do que simplesmente
enxergar, é fazer sentido. /.../ o fato de [0 aluno]
poder olhar de varias maneiras e extrair dali as
informacdes, poder pensar o sistema linear como
a intersecdo das retas e a solugao Unica aquele
ponto ou o grafico e aquela janela e o que
significa pensar se a tua variavel é, por exemplo,
uma porcentagem, vocé estd fazendo em R todo
o0 seu dominio, mas vocé sé quer pensar no
intervalo [0, 1] e assim por diante, coisas simples
assim, mas, como vocé pode trabalhar.

A construcao da figura
ou do grafico no
computador deve ser
seguida de uma
interpretacdo pelo aluno,
em busca do sentido
daquele diagrama.

O sujeito vé que nédo é
simplesmente enxergar a
figuras mas sim €& um
recurso para a busca do
sentido da situacgéo.

Ele entende que o
computador pode
permitir que o aluno
visualize de diferentes
modos, pensando com
exemplos simples.

E2.6

Num outro curso em que eu trabalhei bastante
com recurso visual foi desenho geométrico e
geometria plana porque, é claro, ndo ha duvida,
que ai é muito forte.

O sujeito afirma que, nos
cursos de  desenho
geométrico e geometria
plana, o recurso visual é
muito importante.

E2.7

Eu percebi que essa combinacdo das linguagens,
da linguagem computacional, com a visual, a
pictorica da imagem e a linguagem escrita, toda
essa combinacdo, esse conjunto pode produzir
muito conhecimento sim. Porque mais do que a
figura, pois ela pode falar uma coisa para mim e
outra para vocé, mas quando ndés vamos trocar,
escrever e colocar nas nossas palavras, nés
vamos tentar ganhar um compromisso para tentar
explicar melhor.

O sujeito afirma que é
necessaria uma
combinacao de
linguagens:

computacional,  visual,
pictérica, escrita, para a
producao de
conhecimento.
Compreende
figura  pode  admitir
interpretacdes  distintas
para sujeitos distintos,
mas a forma escrita
requer um COMpPromisso
maior com a explicacao.

que a

E2.8

Nao basta vocé ficar s6 na exploracdo. Entao a
idéia é construir uma base, fazer exploracdo,
concretizar um resultado de uma maneira visual,
exploratéria e depois consequir justificar. Mas
isso nao é uma passagem facil. O que
percebemos é que a visualizacdo ajuda, estimula,
favorece para alguns. Outros que j& tem a mente

A exploragdo visual
concretiza um resultado
e constroi uma base para
a justificagao.

A visualizacdo é uma
ajuda, um estimulo que
pode favorecer alguns
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mais “organizadinha” eles deslancham muito
bem, mas ndo é uma magica. Além de nao
prescindir, de nao deixar o fato de que s6 porque
eu vi na construgcao dinamica ja estd mostrado,
eu tenho que passar pelas etapas de justificar os
procedimentos sim, mas seria um fechamento.
Nas atividades eu sempre pedia esse
fechamento: um pequeno relatério, uma prova,
uma construcdo com régua e compasso a
posteriori, alguma maneira dele fechar.

alunos mas, para o0
sujeito, também é
necessario justificar os
procedimentos como se
fosse uma concluséo das
atividades. Entende que
essa conclusao pode ser
dada por um relatério,
uma prova ou uma
construgdo com régua e
compasso posterior a
exploracao dinamica.

E2.9

€ necessario encarar a figura de modo que vocé
possa tirar proveito dela, mas nao fazer de conta
que a figura ja me mostrou tudo. /.../ tem esse
lado dessa coisa enganosa, mas acho que na
minha experiéncia, por eu gostar do desenho,
porque eu acho que o desenho fala mais do que
mil palavras, entdo eu tenho essa sensagédo e
muitas vezes eu pego para o aluno fazer um
esboco daquilo que ele esta querendo explicar,
mas explicar também.

Enfatiza que, embora a
figura e o desenho
expressem muito mais
que as palavras, eles
nao podem ser tomados
como uma explicagdo
final. Ha, na figura, o
aspecto enganoso e €
preciso que o0 aluno,
mesmo fazendo um
esboco do que esta
querendo dizer, também
o diga de modo
explicativo.

E2.10

A figura pode ser um rabisco, mas muitas vezes
ele esta explicando e fala: veja como eu fiz aqui
no desenho, ou ele faz um zoom. As leituras do
texto ficam entdo muito mais ricas quando vocé
vé uma figura. A figura pode ser um apoio para
vocé comecar a se fazer perguntas. Penso que é
iSSO que buscamos a mais com os alunos quando
trabalhamos dessa maneira

As figuras sao apoio
para desencadear a
investigacdo e o sujeito
acredita que isso ¢é
importante no ensino. A
figura pode servir como
apoio para que o aluno
investigue as situagdes e
issO é 0 que se busca ao
se trabalhar em sala com
diferentes recursos de
expressao.

E2.11

Agora mesmo estamos fechando um trabalho de
pesquisa de complementaridade em cones e,
num primeiro momento, estdvamos falando de
cones em R", problemas de complementaridade
tudo muito abstrato, embora de dimensao finita.
N&o estamos nos espacgos de Hilbert onde nao
poderiamos enxergar nada, mas mesmo assim,
apesar_de estarmos pensando _em dimensdes

O sujeito diz que, em sua
pesquisa atual, que
trabalha com
complementaridade em
cones, busca exemplos
em dimensbes mais
baixas para enxergar,
concretizar e ver 0 que
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mais altas, fomos buscar um exemplo em
dimensdo 2 onde pudéssemos enxergar,
concretizar e ver o que estava acontecendo para
poder ampliar nossa teoria e isso nos ajudou
bastante a ter outras idéias e a interpretar o que
estava acontecendo. E é isso que falamos para
0S nossos alunos também: pensem num exemplo
pequeno. Ele esta programando um algoritmo e
como que isso esta funcionando? Vocé fez um
exemplo pequeno? Vocé olhou como é que
estava indo sua sequéncia, os pontos? Pegou
uma fung¢do que vocé ja sabia o que ia acontecer
e aconteceu o que vocé esperava? Se nao
funcionou sera que vocé néo entendeu o
algoritmo? E o algoritmo que esta com problema?
E uma coisa da sua programagado, do
entendimento, do problema? Onde é que esta a
falha? Alguma coisa tem que estar seguro nas
suas maos para poder analisar as outras
variaveis. Entdo nesse sentido eu acho que os
diagramas, as figuras, os desenhos ajudam
bastante.

acontece. Isso favoreceu
a ampliagdo da sua
teoria e as figuras
auxiliaram para que ele
tivesse outras idéias e
interpretasse o que
acontece ao longo das
diferentes situacoes.
Afirma que incentiva
seus alunos a fazerem o
mesmo que ele faz na
producdo  matematica.
Ou seja, ele incentiva
seus alunos a buscarem
exemplos pequenos que
possam |hes dar a
seguranga para analisar
outras variaveis. Para o
sujeito as figuras, os
desenhos, ajudam
bastante tanto para dar
seguranga do que esta
sendo feito quanto para
analisar as situacbes
investigadas.
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4.1.3. Entrevista 3 — Docente do Departamento de Matematica Aplicada
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Unidades Linguagem do Sujeito Assercoes

de

Significado

ES3.1 Eu sou da area de Topologia/.../ e eu|O sujeito afima que nao
ndo consigo imaginar nada sem figuras. | consegue imaginar nada sem
Nada sem uma imagem, acho que nao |figuras, sem uma imagem.
tem como; mesmo que ndo seja|Considera que mesmo ndao sendo
relacionado a geometria. Tem que ter|relacionado a geometria, tem que
uma imagem, tudo. Um gréfico ele ajuda | ter uma imagem.
muito a entender alguma coisa. Um grafico também ajuda a

entender idéias, segundo o
sujeito.

E3.2 Em geometria, por exemplo, as|O sujeito afirma que, nas
construcdes geométricas, se vocé tem |situacoes de geometria que
um exercicio que pede para construir|solicitam construgdes, fazemos
um tridngulo conhecido algumas coisas |antes um esquema, seja ele
o que fazemos? Nos fazemos um|desenhado no papel ou na
esquema antes. Se ndo fizer no papel, | imaginagao.
com certeza esta fazendo na cabeca. | Considera impossivel alguém que
Quer dizer, para mim € assim, eu ndao|vad fazer construgdbes néo
consigo imaginar de outra forma.|imagina-las antes, ndo montar um
Impossivel uma pessoa que vai|lesbogo para chegar no que é
construir ndo imaginar alguma coisa, | pedido. Acredita que temos isso
fazer um esbogo para depois chegar no | na cabeca.
que esta sendo pedido. Acho que nés
temos isso na cabeca eu ndo consigo
imaginar sem isso.

E3.3 Também o que tem ajudado, em minha|O sujeito considera que os
opinido, sado 0s  programas de |computadores ajudam na
computacdo/.../  Eles ajudam  na|visualizacdo e na construgdo de
visualizacdo e na prépria construcdo da | figuras, pois permitem uma maior
figura porque, as vezes, vocé faz uma|precisdo no tracado de figuras,
figura e vocé nao sabe fazé-la muito|para que ndo sejamos enganados
bem. Vocé faz um rabisco e, as vezes, | por elas.
isso te engana, vocé acha que € uma
coisa e quando vocé vai ver “direitinho”.

E3.4 Uma demonstracdo vocé tenta, pensa|O sujeito afirma que para fazer

uma figura, com aquilo, o que vai ser a
demonstracdo, o que vocé pode tirar
dali e dai vocé vai formalizar. Mas é
importante vocé formalizar porque as
vezes vocé pode estar vendo uma coisa
errada, entdo tem que tomar cuidado,
tudo tem que ser provado, mas sem a

uma demonstragcdo ele tenta,
pensa uma figura, retira dali as
informagbes e entdo formaliza.
Ressalta que a formalizagdo é
importante porque, as vezes, 0
que se esta vendo pode estar
errado.
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figura ndo tem condigdes.

E3.5

[na producdo em topologia] quando a
gente esta pensando vocé usa tabelas,
“desenhinhos” e tudo, mas ai guando
vocé vai redigir vocé tira isso. Até
alguma coisa que vocé montou,
desenvolveu através de um calculo, de
um monte de dados, ai vocé percebe
uma generalizagdo e vocé vai escreve a
generalizacéo e ndo coloca tudo aquilo,
mas tudo aquilo foi importante para
vocé chegar ao resultado final. Entéo
vocé nao coloca no artigo essa parte e
até a gente guarda porque, de repente,
a gente precisa mais daquilo do que do
artigo escrito no final.

Sem aquilo eu ndo ia consequir chegar
ao resultado, descobrir isso. Eu nao.
Pode até ser que tenha quem consiga,
mas eu nao, sem 0s esquemas eu nao
conseguiria e, as vezes, com 0S
esquemas é mais facil para vocé passar
para outras pessoas, também, se vocé
quiser. Isso falando de esquemas, nao
de tabelas.

O sujeito afirma que a escrita final
da produgcdo em topologia nao
revela o processo de construcao.

Os célculos, as tabelas e os
desenhos sdo importantes para
perceber a generalizacdo, mas
ndo aparecem na escrita final de
um artigo, por exemplo.

Tudo isso €, segundo o sujeito,
guardado, porque, normalmente,
€ mais necessario que o proprio
artigo ja que, sem isso, ndo seria
possivel chegar ao resultado e a
descoberta.

O sujeito enfatiza, ainda, que nao
conseguiria sem 0s esquemas e
que eles auxiliam, inclusive, na
comunicacao dos resultados aos
outros.

E3.6

Vocé me fez lembrar uma vez que tinha
uma aluna de iniciacao cientifica e ia ter
uma apresentacao de trabalhos. /.../ Ela
organizou um _esquema e conseqguiu
uma maneira bem objetiva de colocar
na transparéncia e aquilo ficou étimo./.../
Ela inseriu umas figuras, fez uma
apresentagdo bem visual, era um
assunto bem tedrico, e ela conseguiu
passar aquilo nos dez minutos de uma
forma muito boa. Entdo vocé vé, sao os
esquemas. Eu acho que em tudo os
esguemas sao importantes.

O sujeito relata uma experiéncia
vivida com uma aluna de iniciagao
cientifica que usou esquemas,
tabelas e figuras para apresentar
um assunto teérico de um modo
visual que ficou bastante
acessivel.

Salienta a opinido de que, para
ele, em tudo, os esquemas sao
importantes.

E3.7

E, também, geometria sem figuras eu
acho que, agora voltando, ndo tem nem
como. Embora sempre temos que
provar para ndo cair naquelas falgcias

O sujeito afiirma que nao é
possivel pensar em geometria
sem figuras. Ressalta, porém, que
a figura ndo serve como
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/... A figura ndo serve como|demonstracdo. Ela mostra de
demonstracdo. Ela serve para ver de|onde surge a idéia e isso € um
onde surgiu a idéia, nesse aspecto é|aspecto muito importante.
muito importante.

E3.8 Mesmo na histéria, muita coisa surgiu| O sujeito afirma que,
dessa forma, vocé parte do concreto, de | historicamente, o processo de
uma figura e depois tenta formalizar./.../ | construgcao passa por figuras, tem

Ninguém langou na forma de|uma parte concreta que antecede
equacoes, ja tudo pronto. Veio passo a|a formalizacdo. Por isso, no
passo até chegar num nivel formalizado. | ensino, considera  importante
Por isso que eu acho importante quando |tomar como base o visual para
vocé vai dar aula, mostrar desde o|desenvolver um raciocinio que
comecgo que é isso ai que foi o principio | leve a generalizagéao.
de todos os passos, ver na pratica, o
visual, o concreto para desenvolver um
raciocinio e chegar onde precisa.

E3.9 Mesmo o matematico. E uma coisa que |O sujeito afirma que mesmo o

ele ndo abandona mais. Ele sempre vai
buscar 14 para poder chegar no objetivo
final, ele vai buscar la na figura, no
concreto, sempre toma algumas coisas
assim, por mais abstrata que seja a
teoria que vocé esta desenvolvendo
sempre existe alguma “coisinha”, um
exemplo simples que, quando vocé vai
tentar_provar qualguer coisa 0 caminho
€ esse se vocé vai tentar fazer alguma
coisa nova, de vocé pegar exemplos e
exemplos simples para vocé ver ou,
seja no caso de figuras ou na parte de
nameros, vocé vai pegar exemplos
simples.. Na geometria mesmo, se €
uma coisa mais complicada vocé pega
exemplos simples, coisas palpaveis,
para depois ir para 0o mais abstrato e
verificar se aquilo vale em geral. Mas
sempre vocé precisa por o pé no chéo,
primeiro. Ta valendo aquilo. E claro que
vocé nao pode parar ali, vocé tem que ir
caminhando, mas vocé vai buscar a
idéia 1a no inicio, vai fazendo varios
casos para depois chegar num produto
final que é uma coisa ja geral mesmo
onde vocé nao coloca todos os casos
usados porque foram casos particulares
que foram estudados para perceber que

matematico  profissional  nao
abandona a figura. Ele a utiliza
para poder chegar no seu
objetivo.

Considera que por mais abstrata
que seja a teoria desenvolvida, o
matematico busca,
primeiramente, exemplos simples
que Ihe permitam ver.

Ressalta que mesmo na
geometria, quando a teoria é mais
abstrata, se busca exemplos
simples para depois verificar os
casos mais gerais. As idéias sao
buscadas no inicio. Sao feitos
varios casos particulares, muitas
variagbes para se perceber que
vale o caso geral.
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vale o geral.
E3.10 As vezes mesmo que vocé ndo faca a|O sujeito re-afirma que a figura,

figura no papel ela estd ali, na tua
cabeca. Vocé a imagina. E no ensino eu
acho fundamental vocé usar a figura.
Em geometria mesmo, ndo tem como
prescindir da figura./.../ E claro que num
certo momento é bom que vocé se
afaste das figuras... assim... ndo da
figura, porque eu acho que na cabeca
da gente ela nunca sai. Se afaste de
fazé-la _no papel, se afaste de néo
precisar de um modelo concreto,
palpavel, manipulavel.

mesmo que nao seja construida
no papel, é imaginada.

Afirma ser o uso da figura
fundamental no ensino, pois, em
geometria, n&o tem como
prescindir da figura.

Destaca que ha um momento, no
ensino, onde devemos nos
afastar dos modelos concretos,
palpaveis e mesmo das figuras
desenhadas no papel. Porém,
volta a enfatizar que, mesmo nao
desenhando no papel, as figuras
permanecem em nossas cabegas
(ou na nossa imaginagao).
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Unidades Linguagem do Sujeito Assercoes articuladas

de

| Significado

E4.1 No que diz respeito ao ensino eu | O sujeito afirma que, no ensino, as
acredito que isso pode fazer com | figuras permitem perceber as
que o individuo acabe se dando | articulagbes de elementos que
conta de uma trama de articulagdes, | podem servir para melhorar o
de elementos combinados que ndo é | entendimento da situagdo que, a
trivial e que pode servir para | principio, parece instantanea.
melhorar o seu proprio entendimento
do que esta envolvido naquela
apreensdo  que  parece  ser
instanténea e imediata.

E4.2 /../ tomar isso (referindo-se as | Tomar as figuras como ftriviais é
figuras) como trivial € como algo que | toma-las como o que nao é
nao seja merecedor de andlise, de | merecedor de analise por serem
atencdo, como se nao tivesse | elementares, ou seja, por serem
elementos dentro disso, como se ja | algo que nao tém elementos em sua
fosse elementar, ndo tivesse uma | composi¢cdo que sejam merecedores
sériec de elementos que sao |de atencgéo.
protagonistas de uma sustentagéo
disso que, aparentemente, é
imediato, ai é falta de percepcao /.../
€ que tem seu prejuizo,

E4.3 [ndo se deter as evidéncias | Afirma que, se ndo nos detemos as

geométricas] € uma perda de
oportunidade rica de possibilidades
para re-qualificar tudo o que vem em
sequida. Porque a primeira coisa é a
relacdo entre nimeros e formas. Os
nuameros nao estdo nas formas, quer
dizer, quando eu adiciono dois
segmentos, ou duplico, ou triplico
segmentos, faco um numero inteiro
de vezes um segmento, existe uma
operacdo de natureza geométrica
que é de translagéo, para comecar.
E uma “re-plicacdo”, ou seja, uma
reiteracao da aplicacdo da mesma
operagdo. Essa aplicagdo de um
certo numero de vezes é na
operagdo. Ela ndo estd no
segmento. E numa relagéo... quer
dizer, um segmento e seu
transladado estdo relacionados por
uma translacdo, por uma certa
operagdo ou uma fungdo, uma
correspondéncia entre pontos. /.../

Esse padréo basico de reiterar uma

evidéncias geométricas, perdemos a
oportunidade de re-qualificagdo do
que vem a seguir.

Tomando como exemplo a
translagdo de segmentos, o sujeito
afrma que as operagbes de
transformacgéo fazem uma mediagéo
bastante féerti entre o campo
numeérico e geométrico.

Ele destaca que ao se transladar um
segmento podemos ver tanto o
aspecto numérico: o numero de
vezes que a operacao é aplicada,
quanto o geométrico: o resultado
produzido pela operagao que prova
o deslocamento.

Adverte que ao reduzir
precocemente as relacoes
geométricas a numeros leva a uma
perda da riqueza da propria
geometria jA& que muda o campo
cognitvo e nos afasta do
desenvolvimento de um campo que
€ propriamente geométrico. .
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certa operacao serve de apoio a
muitos outros objetos e ndo somente
a numeros. Ou seja, € um padrdo
basico que é partilhado por varios
campos e ndo so6 pela geometria. Na
geometria _ele da  dividendos
especiais, quer dizer, existe uma
intimidade, um_certo conjunto de
relacdes entre os entes geométricos,
que a mediacdo dos numeros é
extremamente fértil.

Mas reduzir tudo precocemente a
relacées entre numeros & perder a
rigueza da  propria _geometria,
porque eu acho que vocé muda de
campo_cognitivo, vocé tenta reduzir
um campo a outro, e isso ja € uma
perda, e se afasta da maturacéo, da
expansdo, do  desenvolvimento
daquele campo propriamente
geométrico

E4.4

Entao tudo se traduz em numeros e
ai se acaba constatando que,
quando se ensina, inclusive quando
se conversa com colegas
profissionalmente ja estabelecidos,
consagrados, chamados geémetras,
muitas vezes eles tém determinadas
capacidades de apreensdo, de
perceber que existe um outro campo
que nao esta totalmente
incorporado, reduzido ao campo
algébrico, ao campo analitico e que
essas capacidades, por nao estarem
sendo ativadas, ficaram atrofiadas
/... como qualquer capacidade
anatébmica ... acabam atrofiando se
nao sao exercitadas.

Afirma que reduzir tudo a numeros
leva os gebmetras, mesmo os ja
consagrados profissionalmente, a
terem sua capacidade de percepcao

do campo geométrico reduzida.
Enfatiza que essa capacidade
geométrica, por ceder lugar ao

campo analitico, acaba atrofiada.
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E4.5 Tratar disso assim da um certo | O modo de tratar com os objetos
trabalho/.../, porém a recompensa | matematicos, vendo-0s em
supera em muito o investimento./.../ | diferentes campos, sob perspectivas
€ 0 aspecto de multiplicar conexdes, | diversas, leva a um ganho, tanto no
diversificar possibilidades de | que diz respeito a inteligibilidade e
transferéncia, de pontes entre | riqueza, quanto nos  proprios
campos diversos e ganhar mais | aspectos matematicos que se
entendimento de cada um a partir | enriquecem dadas as opgdes de
das relagbes com os outros. entendimento. A diversidade de
nao se ganha sé na inteligibilidade e | op¢des de entendimento, para o
na riqueza. Se ganha, também, nos | sujeito, ativa a imaginacao e ampara
aspectos mateméaticos. Se ganham | tecnicamente a pessoa que se
nos dois lados, quando vocé | envolve com a matematica. Tanto a
enriguece as suas diversidades de | imaginagao fica mais ativada quanto
alternativa de entendimento num | amparada tecnicamente.
estado espontaneo, sua imaginacdo | A conexao entre o campo técnico e
fica mais ativada, mas também mais | 0 campo de ocorréncia cognitiva, ou
amparada __ tecnicamente.  Vocé | o momento vivo da apreensao, leva
traduz tecnicamente, vocé consegue | a um conhecimento da origem das
entender melhor como é que as | formulagbes técnicas e permite
formulacdes técnicas formais tém | levantar questdes que favorecam a
origem em cada um desses campos, | relacao entre o campo de apreensao
como é que elas se expressam a|e o0 campo técnico, com
partir desses campos e ao_mesmo | compreensao.
tempo em que se conecta o técnico
com o campo de ocorréncia
cognitiva ou 0 momento vivo da
apreensdo, distinguem-se as duas
coisas e se conectam as duas
coisas. Se ganha de varios lados,
pois se tem um conhecimento de
onde teria vindo e pode se levantar
questbes que s&o pertinentes ao
campo de apreensdo, pertinente ao
campo  técnico, pertinente  as
conex@es e ndo fazer uma confusao
total

E4.6 As vezes nem estd muito claro como | O sujeito afirma que, ndo se tem

€ que dentro dos axiomas, dos
pressupostos, do arranjo tedrico, o

s

que é

evidente esta representado la. Quer
dizer, o que é tomado como
evidente ja se passa por cima_e,
com isso, se acaba empobrecendo o
que vem depois.

Falta aquela riqgueza mais organica
no sentido de que pode se traduzir,
inclusive, em termos técnicos. Falta
a discussdo fenomenoldgica,

muito claro como o arranjo teérico
que seria aparentemente evidente,
se faz presente em axiomas e
pressupostos utilizados numa certa
tarefa matematica. Isso porque, no

ensino, 0 que € considerado
evidente é desprezado. Esse
desprezo leva a um

empobrecimento da compreensao.

Falta uma discussdo que pode, de
inicio, ser mais livre e que leve a
uma riqueza de discussdao e
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cognitiva, inclusive tecnicamente.
Vocé pode comecar falando mais
livremente para tentar apreender
como é que as coisas acontecem

compreensao, inclusive técnica.

E4.7

Por exemplo, quando eu comecei a
estudar algebra linear. Algebra
linear, digamos, pela simplicidade da
aparéncia, da forma aparente, fica
mais facil saber do que esta se
falando, pelo menos o objeto
apresentado diante de si. Quer
dizer, quais séo as regras e tal. Nao
ficam coisas incertas, pressupostas.
Os dados estao ali. Toda a riqueza
de semantica, de possibilidades,
aplicagdes, sao reforcos. Nao é
evidente de imediato de quantas
formas ela pode se desdobrar em
termos interpretativos. Em geral os
textos tém um certo repertério de
equacbes diferenciais, sistemas
algébricos, algumas aplicacbes da
geometria. Quando eu vi isso, fiquei
contente porque eu nunca tinha visto
uma_geometria apresentada de
modo que partisse das relacdes
geométricas. Entdo ela se re-
construiu _dentro _de um_cenario
algébrico. Entdo eu fiquei contente
num_primeiro_momento porque as
outras construcdes ficavam sempre
incertas em relacdo ao que faltaria
para _completar de modo claro a
estrutura l6gica. Nao apenas do
ponto de vista da exigéncia logica,
mas do ponto de vista de conciliar a
l6bgica_ com aquilo que seria 0 objeto
intencional, foco de estudo.

Afirma que, ao estudar algebra
linear, tema que considera de
aparéncia simples, isto é, clara em
sua forma de apresentacdo, ficou
contente pois nunca havia visto uma
geometria apresentada a partir das
relagbes geométricas.

Essa apresentacado fez com que a
geometria se re-construisse dentro
de um cenario algébrico e isso foi
motivo de contentamento dado que
as outras construcdes nao permitiam
perceber, de modo claro, a estrutura
l6gica com o objeto intencional, foco
de estudo.

E4.8

Sempre se alerta: “ndo se pode
depender da figura para as
demonstracbées. E s6 um alertal
Mas ndo é um pecado olhar para a
figura. Pelo contrario, vocé esta
sempre se motivando e, mesmo
guando se esta trabalhando numa
coisa muito abstrata, topolégica, em
n dimensdes, vocé faz um rabisco,

Afirma que embora haja um alerta
para que as figuras ndo sejam
usadas como demonstracbes elas
devem ser olhadas porque motivam
as conexdes. Mesmo que as
situacdes sejam abstratas as figuras
podem ser apoio sugestivo, um
acionador cognitivo de relagoes.
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um _apoio sugestivo para acionar
alguma conexao. Ou seja, vocé esta
no campo abstrato mas, ainda
assim, € um acionador cognitivo de
relacdes”.

E4.9 /../ quando se esta num campo | Afirma que as apresentacdes da

onde as coisas sao dificeis de se | geometria que tinha eram feitas a
distinguir, a figura que vocé desenha | partir  de  enunciados  muito
€ muito proxima daquela que vocé | simplificados que se apoiavam na
esta querendo reconstruir | figura e ndo permitiam distinguir o
logicamente, ai fica dificil separar, | que deveria ser a reconstrucéo
distinguir. Quer dizer, as | légica e o que era da propria figura.
apresentacdes da geometria que eu | Esse modo de apresentagdo nao
tinha acesso, normalmente eram | permitia um meio de conferir, de
enunciados muito simplificados e | examinar se o que é apreendido na
alguns procuravam se apoiar na | figura, e o que se deseja reconstruir
figura. Como se fosse algo do tipo: | logicamente, pode ser conferido
vocé estd enxergando? Entdo ¢é | como objetos de uma operagéo fiel.
isso. Ndo se consequia distinguir o | Afirma que, embora a figura nao
que deveria ser a reconstrucdo | possa ser deixada de lado, nada
l6gica, a figura propriamente e ter | pode ser tematizado apenas com
um meio de conferir, de examinar se | base no que é apreendido na figura
0 quanto eu tenho ali apreendido na | pois fica confuso.
figura e 0 que eu quero reconstruir | Destaca que, muito embora a figura
logicamente podem ser conferidos | ndo deva ser deixada de lado, ela
como sendo objetos de uma | deve ser tomada de modo que ajude
operacéo fiel e tal. Nada disso pode | a re-qualificar o que foi apreendido e
ser tematizado dessa maneira, fica | a distinguir o que é do campo da
tudo confuso. Quer dizer, se vocé | apreensdao imediata, e o0 que é
enxerga alguma coisa entdo vocé ja | reconstrucao racional.
fica satisfeito porque vocé se situou.
Nao tem nada de mal nisso, mas
assim, num momento um pouco
sequinte, onde se tenta avancar no
sentido de tentar distinguir as coisas
e ver o ambito de cada coisa, ai
cabe,_sem deixar a figura de lado,
pelo contrério, até vocé re-qualifica
melhor _porque fica claramente
distinguido 0 que é do campo da
apreensdo imediata, que e quais
aspectos estdo na reconstrucao
racional, l6gica e de que modo vocé
pode fazer essa afericao

E4.10 Vocé ndo vai desmerecer nada, nem | Afrma que nada deve ser

a figura, nem querer reduzir uma
cosia _a outra, nem abandonar
alguma porque foi usada como
ponto de apoio, de partida. Quer
dizer, se devidamente usada e

desmerecido mas também nao pode
haver a reducdo de uma coisa a
outra.

Depois de entendida (a figura) como
objeto de motivagdo da construcdo
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sabendo o seu status e em que | racional é preciso buscar o modo de
momento vocé faz um deslocamento | distingdo e conexdo com o que se
de campo e vé: bom, agora estd | pretende, passando do campo
entendido isso aqui dentro do objeto | perceptivo ao demonstrativo. .
que seria 0 objeto de motivacdo da
construcédo racional, entdo onde que
eu encontro isso 14, como € que eu
posso distinquir e aferir se tem a
conexdo que eu estou pretendendo
que tenha

E4.11 vocé vai se conscientizando que | Afirma que temos uma série de
vocé tem essas capacidades | capacidades distintas que ddo uma
distintas, mas que elas estdo todas | riqueza de diversidade e nao podem
meio confundidas, superpostas e se | ser afirmadas de modo taxativo
vocé nao diferencia para depois | como se devessem ser acreditadas.
integrar novamente, num campo | Essa diversidade permite o planejar
maior, vocé perde uma série de | de experimentos, Vvivéncias e
recursos e a prépria riqueza da | aprendizados onde sejam
diversidade que existe | compartilhadas constatacées que
potencialmente  oferecida, @ n&o | possam ser submetidas a exames
afirmadas de modo taxativo como se | posteriores, que verifiguem a
devesse ser acreditada, mas que | veracidade do que foi obtido.
pode ser, da mesma forma que vocé
observa regularidades e chama a
atencdo no mundo fenoménico,
fisico, biolégico, cosmolégico,
qualquer campo de investigagao
cientifica, com um método cientifico,
vocé pode também  planejar
experimentos ou vivéncias,
aprendizados, compartilhamento de
constatacdes desse processo todo,
e submeter a exame se é assim
mesmo ou néo é.

E4.12 se estd perdendo a riqueza de | Afirma que, por certas coisas serem

coisas que sdo tomadas como
banais, como sendo desprovidas de
riguezas /.../ as_pessoas dominam

tecnicamente  uma certa faixa
daquela estrutura complexa,
matematica, mas sao

completamente insensiveis ou cegas
para outros aspectos que estio
naquele campo sofisticado porque
elas tém o dominio técnico daquelas
coisas, mas la atras, na base, ela
desconsiderou, tomou como nao
sendo importantes certas coisas que
sdo extremamente constitutivas do
que veio a ser toda essa formulacéo

tomadas como banais, como
desprovidas de riquezas, esta-se
perdendo muito.

Para o sujeito ha pessoas que
dominam uma estrutura matematica
complexa mas que sao insensiveis a
outros aspectos também presentes
em formulagbes matematicas.

O que é tomado como sem
importancia, segundo o sujeito, pode
ter sido, na base da construcéo,
constitutiva da formulagao
matematica sofisticada.

Ressalta que, mesmo que, as vezes,
seja necessario considerar a
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sofisticada da matematica, as vezes | formulagédo técnica por questdes de
embutido de modo indireto. As | restricdo de ambito, é preciso ver
pessoas pegam a formulacdo ja | que hé outros elementos que nao
tratada tecnicamente que, as vezes, | estdo naquela formulagcdo e tém
€ até necessario para vocé se | igual riqueza de significados.
restringir, pois ndo da para abranger
tudo, mas, pelo menos, precisa
desconfiar um pouco de que nem
tudo esta circunscrito aquela
formulacéo.

E4.13 As vezes a pessoa atende a um | Afrma que a possibilidade do
aspecto técnico 16gico e de dominio | contentamento com o dominio
técnico que € necessario para | técnico e l6gico necessario a
utilizacdo nas pesquisas /.../ e, ela | utilizacdo nas pesquisas pode cegar
prépria, naquilo que é eficiente e | 0 pesquisador para sua propria
tem sucesso, fica contente e vai | cognicdo. O sucesso alcangado leva
para frente. Ela fica um pouco cega | & satisfacdo e isso impede o
dentro do seu metabolismo | pesquisador de refletir de modo
cognitivo. Ela ndo se percebe. Nao | atento e cuidadoso sobre o seu
se dedica, porque falta tempo ou | proprio fazer.
porque ela esta tendo sucesso, na | O sujeito enfatiza que essa reflexao
medida em que ela tinha expectativa | ndo € racional, mas uma auto
de sucesso, ja esta satisfeita e deixa | observagao do fazer.
de exercer uma capacidade de
reflexdo. Nao é reflexdo racional. E
aquela com 0 mesmo grau de
atencdo e de cuidado que seria
necessario para um pesquisador ...
€ 0 aspecto de auto-observacao.

E4.14 Se vocé ndo se enxerga observando | Afrma que € necesséario, ao

uma parte do gue vocé observa esta
sendo perdido. Vocé pode ter
eficacia pelo instrumental recebido
naturalmente, sem nenhum esforco,
ele é acionavel e vocé se vale dele,
mas nao se detém a observar quais
elementos estdo envolvidos, que
operacdes, que deslocamento, as
vezes, que saltos mortais sdo dados
de um_ campo para outro com
analogias _improvaveis que, as
vezes, acabam dando muito
resultado. Mas, mesmo quando uma
analogia inconsciente é feita, vocé
passa, retrospectivamente, a refletir
no sentido de se observar, nao s6 a
reflexdo que é critica, analitica, de
exame, mas também outra que é

pesquisador, observar seu proprio
fazer, pois, caso isso ndo aconteca,
vocé deixa de notar os elementos
envolvidos, as operagdes e
deslocamentos de campos
cognitivos que sao realizadas.
Aponta que, quando uma analogia é
feita, vocé passa a refletir, a se
observar, com uma reflexdo que nao
€ analitica e sim de reconstrucao
que busca entender que transportes,
que associacoes foram feitas para
se descobrir algo.

Diz que h& certas analogias de teor
técnico em que esse teor retroage
sobre as imagens de modo que se
possam fazer associacoes
imaginativas retornar aos aspectos
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mais passiva, contemplativa, de
reconstituir de_memoéria, sem fazer
andlise exatamente. E como vocé
tentar lembrar o que vocé fez num
dia, ou num periodo do dia.

Ha a observacdo, ha a andlise, a
identificacdo de atributos, mas antes
de qualquer coisa que transpories,
que associacdes foram feitas de um
campo para outro para eu descobrir
alguma coisa?

Em certos casos, em certas
analogias, certos transportes que
tém teor técnico, esse teor técnico
retroage sobre as imagens, quer
dizer eu posso ficar mais livre na
associacdo  imaginativa, pOsso
retornar para quais aspectos podem
ser transferidos tecnicamente
porque essa rede de transporte, de
idas e vindas ja foi percorrida varias
vezes, entdo eu posso me liberar um
pouco mais para ir pensando
figuradamente, imaginativamente,
de modo, as vezes, até um pouco
difuso porque sao figuras meio
abstratas, s&o disposigbes de
relagbes espaciais ...de conceitos,
mas elas se dispdem no espaco.

que podem ser transferidos
tecnicamente, porque ha um
dominio, por parte do matematico,
da técnica e dos conceitos que
podem ser utilizados.

Afirma que o ir e vir pelo caminho,
varias vezes, libera o matematico
para um pensar mais figurado e
imaginativo mesmo que pareca
difuso por se tratar de figuras
abstratas ou conceitos.

E4.15

Quer dizer, os conceitos, mesmo do

ponto de vista l6qico, ao
apresentarem subordinacoes,
interdependéncias hierarquicas,

dentro da légica, ela se configura
espacialmente também, num sentido
abstrato e que as vezes se
reconstroem no sentido geométrico.
E algumas vezes eu consegui, como
no caso do teorema fundamental da
algebra, uma geometrizacdo de uma
demonstracdo onde a geometria se
apresentava _como direcdo _a ser
sequida, como _ percurso _para
mobilizar os elementos algébricos
que se configuravam em torno
desse percurso sugerido
geometricamente. Ou seja, &, nesse
sentido, uma demonstracao
geométrica. Puramente geométrica

Afirma que os conceitos, mesmo
que do ponto de vista lbgico
apresentem subordinagdes e
interdependéncias hierarquicas e se
configurem  espacialmente  num
sentido  abstrato, podem se
reconstruir num sentido geométrico.
Afirma ter conseguido, para o
Teorema Fundamental da Algebra,
uma demonstragdo em que a
geometria se mostra como diregao a
ser seguida, como percurso que
mobiliza elementos algébricos que
se configuram em torno do percurso
sugerido geometricamente.

Diz que o elemento geométrico
subjacente a demonstragdo dada
existia permeando a situagéo e foi
evidenciado como seu estruturador.
Isso, afirma, implicou em
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nao faria nenhum sentido porque o
teorema é sobre algebra. Puramente
geomeétrica significaria sem nenhum
elemento  algébrico, porque o
teorema € sobre uma estrutura
algébrica. Mas, por que o elemento
geométrico subjacente, j& existente
ali, permeando a situacdo, uma vez
que ele foi evidenciado como
estruturador  condicionante  da
situacdo, pdde ser traduzido numa
demonstracédo formal com conteudo
geométrico? Isso s6 para dar um
exemplo que ali houve muitos
deslocamentos de campo cognitivo
tudo assim, praticamente,
instantaneo, tanto mais instantaneo,
para a aparéncia da percep¢ao e da
auto-percepgdo, como se fosse
instantanea, talvez porque as trilhas
ja tinham sido percorridas muitas
vezes entdo o0 transporte se
aparenta instantaneo

deslocamentos de campo cognitivo
de modo praticamente instantaneo
devido as idas e vindas ja
percorridas tantas vezes.

E4.16

Quando vocé tenta fazer
argumentacdes que pareceriam que
ia fluir de acordo com a expectativa
€ comeca a enroscar /.../ buscamos
ver 0 que é que esta acontecendo.
Primeiro o que esta acontecendo
tecnicamente. Na primeira camada,
onde é que esta “dando pane”? E
uma falha de modo de combinar, as
coisas usualmente combinaveis que
se esperaria que dessem aquele
resultado que a gente esta visando,
ou esta tendo um misto de problema
técnico com cognitivo? Eu tenho um
exemplo, que foi o de converter
inversdes rotatorias e reflexdes
rotatérias na geometria espacial, nas
isometrias do espaco. Eu precisei de
novo ficar desenhando planos para
ver onde é que estava falhando o
argumento que se esperaria que
saisse fluentemente. /../ E uma
algebra, mas ai é um desenhinho,

Afirma que, em ocasiées em que se
deseja fazer argumentagdes que,
inicialmente, pareciam ser fluentes e
elas nao acontecem, o mateméatico
para e investiga a falha:
primeiramente, no campo técnico e,
em seguida, no encadeamento do
que foi combinado para se obter o
resultado procurado.

Para ilustrar, da um exemplo
utilizando simetria em que afirma ter
retornado ao desenho de planos
para ver onde o argumento estava
falhando.

Mostra que sentiu necessidade de
desmembrar tanto as contas
(operacgoes algébricas) quanto os
desenhos a fim de perceber a falha
que  estava  ocorrendo nas
combinagbes. Percebe que o erro
estava na ordem dos planos
considerados, tomados, tanto nas
contas como na imaginagdo, em
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né? Algebra topoldgica. /.../ Eu fiz
contas, mas num primeiro momento
elas precisavam de Dbastante
atencéo para firmar a
correspondéncia das contas e as
configuragbes geométricas, para ver
detalhadamente se corresponde
cada coisa aos seus aspectos
algébricos, combinatorio, sintatico,
se representam bem aquilo que se
visa geometricamente. Entdo, a
partir de um certo ponto, quando
vocé faz uma conta vocé ja se refere
ao objeto visado e, muitas vezes,
uma certa continha, por exemplo,
uma comutacao de duas
transformagdes ja tem a ver com o
fato de um plano ser ortogonal a
uma reta, €& por isso que elas
comutam. Comecei a fazer a conta
aqui e ndo achei. /.../ E o problema
era o que? Com a conta? Com a
disposi¢cao dos planos? Entédo tinha
que rever e voltar ao inicio e nao
usar fatos, digamos, ja acumulados
nas correspondéncias e jogar em
projetos. Tive que desmembrar tanto
as contas quanto os desenhos e no
final eu acabei constatando que o
plano que eu estava pegando numa
certa ordem é que estava errado.
Porque dependendo da ordem dos
planos, das reflexdes que se faziam
nos quatro planos que apareciam,
nao funcionaria mesmo e
reincidentemente eu estava
trocando como se troca direita por
esquerda. Na conta e na imaginacao
de qual deveria entrar em primeiro,
segundo ou em terceiro lugar. No
final era uma coisa simples, mas
tem hora que enrosca mesmo, quer
dizer, vale a pena? Eu acho que
sempre vale a pena porque /.../
mesmo que se constate que a
confusdo era uma coisa boba, isso
serve para se identificar onde é que
se cometem esses deslizes de
conexao de um campo para outro.

ordem distinta da que se deveria.

O sujeito enfatiza que a falha leva o
matematico a analise do caminho
percorrido.
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E4.17

Entao por que € que falhou a
fluéncia? /.../ As vezes é uma falha
interna de um campo _cognitivo, mas
aqui, no caso, era tomar uma coisa
por outra como a gente toma direita
por esquerda. Em muitas situacdes
corrigueiras _dentro _da matematica,
em _campos técnicos, se toma uma
coisa por outra. Qual coisa eu tomei
por outra? Mas quando as coisas
tém assim muitas operacoes
envolvidas, e muitas delas
funcionam de modo eficiente, até
automaticamente, vocé vai
consertando e mandando para
frente. Mas quando alguma coisa
nao funciona tem que se saber onde
nao funciona. E, normalmente, é
uma coisa “besta”, conforme se
costuma dizer. Mas ai é que esta,
nao é uma questido do objeto em si,
mas _do processo de entendimento,
quer dizer que conexao, que ligacao,
que associacdo, que eu fiz _que
dispbe as coisas de uma maneira
como se fosse uma porca entrando
enviesada no parafuso e espanando
a rosca? Sem querer, na rapidez
das ligacbes, alguma coisa entrou
no lugar de outra sem que fosse
voluntario.

Afirma que é comum, em situagdes
corriqueiras da matematica,
ocorrerem falhas na fluéncia técnica
por estar sendo tomada uma coisa
por outra.

Diz que esse tipo de falha ndo é do
objeto em si, mas do processo de
entendimento que exige uma busca
das conexdes e ligagbes feitas que
ndo permitem a obtengcdo do
resultado esperado.

Afirma que esses equivocos sao
involuntarios e decorrentes da
rapidez das ligacoes.
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4.1.5.Entrevista 5 — Docente do Departamento de Matematica
UNESP/SP — entrevista realizada em 14 de fevereiro de 2006

Unidades
de
Significado

Linguagem do Sujeito

Assercoes articuladas

E5.1

Eu acho que a utilizacao de figuras e
diagramas é muitissimo importante.
No ensino porque é um ponto de
apoio para o raciocinio, mas nao é
s6 para o ensino. O matematico
profissional, quando estd
trabalhando profissionalmente, ele
faz as suas “figurinhas”. Mesmo que
ele ndo desenhe, vamos dizer, ele
tem, mentalmente, as “figurinhas”.

E interessante vocé presenciar uma
conversa entre matematicos de
altissimo nivel, um deles diz assim
“ndo, mas esse rabinho da funcao,
mas essa linhazinha aqui”. Tudo
isso, na verdade, é a imagem mental
ou_a imagem que se desenhou, ou
seja, um_diagrama. Isso &
importante na descoberta
matematica também, porque, como
eu disse, o diagrama é sempre um
auxilio. Evidentemente, eu ndo vou
dizer que aquilo que eu estou
desenhando é, de fato, um objeto
matematico, mas é certamente um
suporte, um modelo dos objetos
matematicos que eu tenho na minha
mente e estou tentando explorar.

Afirma que, no ensino, as figuras e
diagramas s&o muito importantes
como ponto de apoio para o
raciocinio.

O matematico profissional faz
figuras mesmo que ndo as desenhe;
ele as tem mentalmente.

Afirma que, ao presenciar a
conversa entre matematicos
profissionais ouvimos expressoes,
usadas por eles, ao se referirem a
assuntos matematicos, que indicam
a presenca de uma imagem mental
ou uma imagem desenhada, um
diagrama (tal como falar do “rabinho
da fungao”).

Ressalta que o diagrama também é
importante na descoberta
matematica, pois & um auxilio.
Afirma que, embora o0 que ¢é
desenhado ndo seja o0 objeto
matematico, ele é um suporte, um
modelo de objetos matematicos que
0 matematico tem em mente e tenta
explorar.

E5.2

[Esse suporte] é para dar as idéias,
para fixar 0s conceitos e mais,
também para auxiliar na
demonstracdo porgue, muitas vezes,
vocé olhando um diagramazinho vé
um _caminho a ser percorrido para
obter a demonstracdo que vocé
quer. Eu acho que um exemplo
marcante dessa parte, vamos
chamar de heuristica, é o tratado do
Arquimedes, O Método, que € uma
carta que ele escreve para um
discipulo falando como é que ele faz
a_descoberta das proposicoes
matematica e utiliza tudo quanto é

possivel ser utilizado: balancga,

O sujeito afirma que, o suporte do
diagrama, mostra um caminho para
a demonstragdo. Indica que, muitas
vezes, o matematico, ao olhar para
um diagrama vé um caminho para a
demonstragao que pretende fazer.

Cita o exemplo de Arquimedes em O
Método, afirmando que as partes
heuristicas, ou a utilizacdo de
diagramas e objetos, auxiliam a
descoberta de proposicoes. Depois
de obtido o resultado, esquece-se o
apoio e volta-se para os métodos da
geometria preconizados por
Euclides. Para o sujeito, esse é o
processo utilizado pelo matematico
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Unidades

Linguagem do Sujeito

Assercoes articuladas

de
| Significado

alavanca, o que, de algum modo, | profissional.
representa também um diagrama,
esta fazendo um papel de diagrama
e depois de obtido o resultado,
evidentemente, ele diz: bom isso
tudo € esquecido e agora eu vou
trabalhar segundo os métodos da
geometria, preconizados por
Euclides e é o que faz o matematico
profissional.

E5.3 Evidentemente na publicacdo ele | Afirma que, embora o apoio dos
nao ira falar do rabinho da funcéo, | diagramas e das imagens seja muito
ele vai dizer as coisas do ponto de | importante para que o matematico
vista matematico. Mas isso tudo | chegue as conclusbées, suas
serviu_de suporte, serviu de apoio | publicagdes ndo revelam tudo isso,
para que ele chegasse a concluséo | pois utilizam a linguagem formal da
que chegou. Entdo eu acho que, | matematica.
certamente, o0s diagramas, as | Enfatiza que a importancia dos
figuras sdo muito importantes e | diagramas é conhecida por todos os
todos os matemdticos profissionais | matematicos.
sabem disso.

E5.4 com relacdo ao ensino € muito | Afirma que os diagramas, no ensino,
importante porque da também um | sdo importantes para que o aluno
suporte para o aluno saber daquilo | saiba do que o professor esta
que o professor esta falando, para | falando e imagine os conceitos
que o aluno imagine 0s conceitos | matematicos e as idéias.
matematicos, as idéias

E5.5 guando vocé trabalha no R", vamos | Afirma que o diagrama é sempre

dizer, ele ¢é simplesmente uma
generalizacao do R, nado é? E vocé
tem esses diagramas no R e trata de
imagina-los no R", trata de estender
os resultados que vocé tem na reta
para os resultados do R". Entdo o
diagrama sempre & usado, por mais
abstrata _que seja_a teoria, por
menos gue vocé consiga ver, o que
se faz é sempre estudar casos
particulares _em que essas coisas
podem ser visualizadas e depois
procurar _estendé-las para os
resultados, ai sim s do ponto de

importante e usado mesmo em
situacbes mais abstratas. Ao se
trabalhar, por exemplo no R", busca-
se estudar casos particulares em
que a visualizagao seja possivel (em

R, por exemplo) e estender os
resultados do ponto de Vvista
matematico.

Afirma que os diagramas s&o
sempre importantes.
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Unidades Linguagem do Sujeito Assercoes articuladas
de
Significado
vista matematico. Diagramas, eu
acho, é sempre importante.
E5.6 Nas demonstrac¢des de Euclides, por | Afirma que as demonstragdes de

exemplo, ha seis partes. Toda
proposicdo que se preze, nos
Elementos de Euclides tem seis
partes. A primeira parte que se
chama em grego protesis é o
enunciado da proposigao. Depois
nas duas partes seguintes ele vai
decompor o0 enunciado nas coisas
dadas (que se chama ektesis) € nas
coisas que devem ser achadas, no
gue se tem e depois no que se quer,
que se chama diorismos, essa
terceira parte. A quarta parte, que é
a parte central do teorema, que se
chama em greqo kataskeué, € uma
construcdo. Na quinta parte ele
mostra que a construcdo de fato
surte o efeito, ou seja, demonstra
aquilo que vocé quer, essa quinta

parte se chama apodeixis, e
finalmente a dltima parte,
sumperasma, retorna o enunciado

e diz: portanto foi provado que etc.
e re-enuncia a proposi¢ao. Entdo na
parte da construcéo, por todo o livro,
0 Unico tempo verbal que é usado, e
ndés ndo temos em portugués, é o
imperativo perfeito passivo.
Imperativo porque ele da ordens,
ligar dois pontos, tracar uma
paralela a uma reta dada, da ordens.
O passivo, na minha concepcgao, é
porque 0s objetos mateméaticos é

Euclides se constituem de seis
partes. A primeira protesis é o
enunciado. A segunda, ektesis, é
onde ele destaca as coisas dadas. A
terceira, diorismos, expressa 0 que
deve ser determinado, a quarta
parte, kataskeué, é a parte central
da demonstracdto e ¢é uma
construcao, a quinta parte apodeixis
mostra que a construcdo teve o
efeito esperado e a sexta parte,
sumperasma, retoma o enunciado.
O sujeito afirma que, na quarta parte
da demonstra¢do, o tempo verbal
empregado, em todo o livro, € o
imperativo  perfeito passivo. O
imperativo é pela ordem dada. Por
exemplo, ligar dois pontos. O
passivo é recebido pelos objetos
matematicos que sofrem a agao, por
exemplo, o fato de serem os dois
pontos ligados, e o perfeito, em
grego, significa que a acao foi
concluida e que se tem o resultado.
Mas, ressalta, o resultado é a figura.
Sendo assim, afirma, quando
comega a parte do teorema a figura
ja foi construida. A demonstracao é
feita ap6s a construcdo da figura.
Ela é a base da demonstracao.
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Unidades
de
Significado

Linguagem do Sujeito

Assercoes articuladas

que estao sofrendo acao,
comandada por ele, o fato de ser os
dois pontos ligados, o fato de ser
tracada a reta paralela, entdo os
objetos matematicos estdo sofrendo
a agédo. E por que o perfeito? O
perfeito em grego significa que a
acéo foi concluida e que se tem um
resultado. E qual é o resultado da
construcdo? E a figura. Entdo
quando comeca a parte do teorema
a figura foi construida e ele comeca
a_trabalhar com a figura para a
quinta  parte, apodeixis, para
demonstrar que de fato o resultado é
valido. Entdo a figura é parte
integrante da demonstracdo e é uma
parte central da demonstracio.
Porque é a quinta parte, vamos
dizer, a demonstragdo propriamente
dita, a apodeixis, que em grego
significa demonstracdo, € feita
depois da construgéo e baseada na
construcao. Ela é a base.
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4.2. Caminhando rumo ao sentido do que esta sendo investigado

No movimento de analise dos dados, ao elaborar o quadro (1) com as
unidades de significado, fomos percebendo que havia discursos que nos
apontavam para uma mesma idéia. Outros discursos nos permitiam interpretacoes
multiplas. Procuramos, entdo, elaborar um novo quadro que nos permitisse
identificar as convergéncias das Unidades de Significado e expressar as

interseccdes percebidas entre as diferentes falas dos sujeitos.

4.2.1. Quadro 2: sua organizacao

Para a construgdo desse novo quadro, usamos, na coluna central da tabela,
parte das falas dos sujeitos. Na primeira coluna, identificamos quais os sujeitos
que fizeram tais afirmacées e em qual Unidade de Significado estamos
destacando-a. Como ndo usamos toda a Unidade de Significado, mas sim parte
dela que diz de uma mesma idéia, ha Unidades que tém mais linhas e outras
menos, em decorréncia do que foi compreendido em cada uma delas. Na terceira
coluna, colocamos um indice (codigo de referéncia, simbolo) com a intencao de
identificar as convergéncias nas falas dos sujeitos. Ou seja, falas que contém o
mesmo simbolo foram interpretadas como relacionadas com uma mesma idéia.
Consideramos que esse foi um passo importante na busca de convergéncia das

Unidades de Significado.
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Localiza Unidades de Significado (buscando convergéncias) indice

cao

E1.1.1 o0 aspecto dedutivo da geometria, vista como ciéncia, é muito *
forte e é dada énfase ao formalismo

E1.1.2. a inducao é importante no ensino de geometria

E1.1.3 Ha um alerta de que néao se pode usar a figura na *
demonstracao

E12.1. No ensino o aluno deveria poder conjecturar resultados ao
invés de so6 provar teoremas

E12.2. Na matematica profissional, a prova é consequéncia de @ e &t
resultados especulados e testados por outros recursos

E123 O aspecto indutivo, no ensino, € pouco explorado

E1. 3.1 E importante que o aluno construa figuras usando régua e
compasso, ou softwares geométricos, para conjecturar
resultados.

E1 3.2 Na construcao da figura, o aspecto visual assume uma o)
posicao relevante

E14.1 Os diagramas sao fundamentais na producao do @
conhecimento matematico para a compreensao dos
resultados geométricos.

E15.1. Uma teoria da geometria diferencial foi investigada com a ©
visualizacao possibilitada pelo computador.

E15.2. | Avisualizacao da figura, gerada no computador, permitiu ao @e ©
matematico construir uma demonstracao algébrica.

E16.1 A atitude de investigar a figura € a de um matematico @
profissional. Ele usa a figura como caminho para articular o
conhecimento matematico e conseguir fazer a prova
matematicamente valida.

E17.1 Num curso de algebra, sobre teoria dos grupos, fica surpreso | © e d
quando o professor comeca a desenhar quadrados na lousa
para mostrar os grupos de simetrias.

E17.2 Mesmo na algebra, o recurso da geometria é muito ©
esclarecedor

E1 8.1 O autor do livro constréi as figuras com régua e compasso @
pois considera que elas sédo inerentes ao entendimento da
demonstracao

E18.2 As figuras ndo sao parte da demonstracao *

E2 1.1. Os diagramas fazem parte de sua vida.
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Localiza Unidades de Significado (buscando convergéncias) indice

cao

E2 1.2. | Ao pensar em exemplos, busca situagdes mais simples em
que possa fazer um desenho para ter a percepcao do que
esta acontecendo.

E22.1. | Os diagramas, as figuras e os graficos sdo de grande \%
importancia nas aulas de calculo, algebra linear e,
especialmente, na geometria.

E2 3.1 Os diagramas sdo um recurso bastante usado nas suas >
pesquisas

E2 4.1 No ensino de calculo, usa o computador para trabalhar a 303
visualizagdo na construcao de graficos e na parametrizacao
das curvas.

E2 4.2. | A visualizacao favorecida pelo computador € bastante *
utilizada nos teoremas do calculo

E2 5.1 A construcao da figura ou do grafico no computador deve ser \Y
seguida por uma interpretacédo do aluno para que ela faca
sentido

E25.2 O aluno nao pode apenas enxergar a figura ela tem que fazer \%
sentido

E25.3 O computador permite diferentes perspectivas (modos de ver) )
e faz o aluno pensar em exemplos simples

E2. 6.1 Nos cursos de desenho geométrico e geometria plana, o o)
recurso visual é importante.

E2 7.1 E necessaria uma combinagado de linguagens — visual, Jeo®
computacional, pictérica, escrita — para a producgao de
conhecimento.

E27.2 A figura pode admitir interpretacdes distintas para os *
diferentes sujeitos

E27.3 E preciso um compromisso do aluno com a explicacdo do que | * e &
foi visto e, para isso, ele precisa escrever. (via linguagem
nao pictérica ou visual)

E27.4 No processo de ensino e na produc¢ao do conhecimento, nao *
se pode parar na visualizacao.

E2 8.1 A exploragao visual concretiza o resultado e favorece uma \Y
base para a justificacdo

E28.2. | Avisualizagdo é um estimulo, mas é necessario justificar os *
procedimentos como uma concluséo das atividades.

E2 8.3 Seguindo-se a exploragcao dinamica no computador, é ”

necessario que haja uma conclusao das atividades, que
pode ser uma prova ou uma construcdo com régua e
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Localiza Unidades de Significado (buscando convergéncias) indice
cao

compasso.

E2 9.1 As figuras e os desenhos dizem mais que mil palavras, mas xe O
nao podem ser conclusdes

E29.2 Dado o aspecto enganoso da figura, € necessario que o aluno | *e &
encontre outro recurso, além da figura, para expor o que esta
querendo dizer.

E2 10.1 | As figuras desencadeiam o processo de investigacao e é
importante no ensino.

E2 10.2 | Afigura pode servir de apoio para a investigacao das e@
situacoes matematicas pelo aluno e isso é o que se busca em
sala de aula.

E2 11.1 | Em sua pesquisa com cones, busca exemplos em dimensdes @
mais baixas para enxergar o que esta acontecendo. Isso
favorece a ampliacéo da teoria

E2 11.2 | As figuras sdo auxiliares para o pesquisador ter idéias e *
interpretar o que acontece

E2 11.3 | Incentiva os alunos, também, a buscarem exemplos simples )
para terem seguranga do que esta acontecendo e analisar as
possiveis extensoes.

E2 11.4 | As figuras auxiliam tanto no que diz respeito a seguranga na OeV
investigacdo quanto na sua analise.

E3. 1.1. | Nao consegue imaginar nada sem figuras, sem uma imagem o)

E31.2 Mesmo que ndo se trate de geometria, deve haver uma ©
imagem

E31.3 Um grafico ajuda a entender idéias. *e b

E3 2.1 Antes de fazer uma construgdo, montamos um esquema — deO
esboco da situacao — seja ele desenhado no papel ou
imaginado.

E32.2 E impossivel fazer construgdes sem antes imagina-las (fazer des
um esboco)

E3 3.1 Os computadores favorecem a construcao de figuras com *e @
maior precisao para ndo sermos enganados por elas.

E3 4.1 Para fazer uma demonstracéo, pensa, faz uma figura, retira & et
dela as informacgdes e sistematiza.

E34.2 A formalizacao é importante porque o que se vé pode estar *

errado
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Localiza Unidades de Significado (buscando convergéncias) indice
cao

E3 5.1 A escrita final da producao, em topologia, néo revela o o
processo de construgao.

E35.2 Os calculos, tabelas, desenhos sao importantes na producao ac S
de um artigo em topologia e sdo guardados porque tem
grande importancia e ndo aparecem na escrita final

E3 5.3. N&o é possivel produzir topologia sem os esquemas e eles &
s&o importantes para comunicar os resultados obtidos.

E36.1. Em tudo, os esquemas sao importantes, inclusive na *
comunicacao de um assunto teérico.

E3 7.1 Nao é possivel pensar em geometria sem figuras. 03

E37.2 A figura ndo serve como demonstracao. *

E37.3 A figura mostra de onde a idéia surgiu. ach

E3 8.1 Historicamente, o processo de construcéo do conhecimento @
matematico passa por figuras, tem uma parte concreta que
antecede a formalizagao.

E3 8.2 No ensino, é importante considerar o visual para desenvolver @
o0 raciocinio que leva a generalizacao.

E3 9.1 O matematico profissional ndo abandona a figura. Ele utilizaa | @ e V
figura para chegar no seu objetivo

E39.2 Por mais abstrata que seja a teoria, 0 matematico busca @ e 1t
exemplos simples que Ihe permita ver

E3 9.3 Mesmo na geometria, quando a teoria € mais abstrata Oe@
buscam-se exemplos simples para depois verificas casos
mais gerais.

E39.4 As idéias sao buscadas no inicio. Sao feitos varios casos Oe@
particulares para se perceber que vale o geral.

E3 10.1 | Afigura, mesmo quando ndo construida no papel, € >
imaginada

E3 10.2 | No ensino, o uso da figura é fundamental pois, em geometria, | Oe V
nao tem como se prescindir dela.

E3 10.3 | No ensino, hA um momento em que é necessario se afastar *x e @
dos modelos concretos, das figuras desenhadas no papel
mas elas sempre permanecem em nossa imaginagao.

E4 1.1. | As figuras, no ensino, permitem perceber as articulacdes de 203

elementos que podem servir para melhorar o entendimento
de situacoes
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Localiza Unidades de Significado (buscando convergéncias) indice
cao

E4 2.1 As figuras ndo sdo triviais ja que tém elementos em sua @ed»
composicao que merecem atencgao.

E4 3.1 Se nao nos ativermos as evidéncias geométricas, perdemos a @
oportunidade de re-qualificacdo do que vem a seguir

E4 3.2 As operacdes geométricas, como por exemplos as 03
translacées, fazem uma mediagdo bastante fértil entre o
campo numérico e geométrico

E4 3.3. Reduzir, precocemente, as relagcdes geométricas a numeros ted
leva a uma perda da riqueza da propria geometria pois se
muda o campo cognitivo e nos afastamos do
desenvolvimento de um campo que é propriamente
geomeétrico

E4 4.1 A reducao de tudo a numeros leva, inclusive o matematico, a J
uma redugao do campo de percepgao geométrica

E4 4.2 A capacidade geomeétrica, por ceder lugar ao campo analitico, J
geomeétrico, acaba atrofiada.

E4 5.1 O modo de tratar com os objetos matematico, em 308
perspectivas distintas, leva a um ganho da inteligibilidade e
do préprio aspecto matematico que se enriquece dada as
opcdes de entendimento

E4 5.2 A diversidade de entendimento ativa a imaginacdo e ampara | ite @
0 sujeito tecnicamente

E4 5.3 A conexdo entre o campo técnico e cognitivo (momento vivo | 1t; @ e
da apreensao) leva a um conhecimento da origem das >
formulagdes técnicas

E454 Conhecer a origem das formulagdes técnicas permite ao Vea
sujeito fazer a compreender a relagao entre a apreensao e a
técnica

E4 6.1 O arranjo teédrico que esta presente em axiomas e aect
pressupostos, utilizados na tarefa matematica, ndo é muito
claro para o aluno.

E4 6.2 No ensino, o que é considerado evidente é desprezado e isso
leva a um empobrecimento da compreensao.

E4 6.3 Falta uma discussao mais livre (da teoria) que leve a uma ©
riqueza de compreensao, inclusive técnica.

E4 7.1 Sente-se surpreso ao estudar algebra linear pois nunca havia 308

visto uma geometria apresentada a partir das relacdes
geomeétricas.
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Localiza
cao

Unidades de Significado (buscando convergéncias)

indice

E47.2

A apresentacado da geometria a partir das relacdes fez com
que ela se reconstruisse dentro do cenario algébrico.

E47.3

A apresentacado da geometria somente a partir de figuras,
sem as propriedades, ndao permite perceber, de modo claro, a
estrutura légica do objeto matematico estudado

E4 8.1

As figuras ndo podem ser usadas como demonstracao

E4 8.2

As figuras, mesmo em situag¢des abstratas, favorecem a
compreensao e possibilitam conexdes entre campos
cognitivos distintos.

E4 9.1

Se nos apoiamos em enunciados muito simplificados, que
consideram como base a figura, ndo podemos distinguir a
l6gica da prépria figura

E49.2

Ao se tomar os problemas com base apenas na figura, ndo se
tem meios de conferir o que deve ser reconstruido
logicamente

E4 9.3

A figura deve ser tomada de modo que se possa distinguir o
que é do campo da apreensao imediata e o que é
reconstrucao racional.

E4 10.1

Nada pode ser desmerecido mas também nao se deve
reduzir uma coisa a outra.

E4 10.2

A figura é usada para entendimento e motivagéo da
construcao formal mas é necessario passar do campo
perceptivo ao demonstrativo.

E4 111

Podemos compartilhar experimentos, constatacoes e
submeté-los a exame de validade.

E4 121

Pode-se dominar uma estrutura mateméatica e ser-se
insensivel a aspectos presentes em sua formulagcao

Ac 0@

E4 122

A figura ndo deve ser tomada como sem importancia porque
ela pode estar na base constitutiva da formulagdo matematica

E4 123

A questao técnica pode ser necessaria devido a restricdes de
ambito mas é preciso ver que ha outras formulagcbées que tem
uma riqueza de significados igual.

E4 13.1

O dominio técnico e légico € necessario as pesquisas mas o
contentamento com isso pode cegar o pesquisador para sua
prépria cognicao.

* @ Lt

E4 13.2

O sucesso alcancado com a técnica pode impedir o
pesquisador de refletir de modo atento e cuidadoso sobre seu
proprio fazer

Ited
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Localiza Unidades de Significado (buscando convergéncias) indice
cao

E4 13.3 | A reflexao sobre o seu proprio fazer nao é racional mas é
uma auto observacao.

E4 141 | Ao fazer uma analogia o matematico passa a reconstruir *e 0
buscando entender os transportes que foram feitos para
descobrir algo.

E4 14.2 | As analogias, para serem compreendidas, obrigam o ©ea
matematico a retroceder as imagens, as associagdes
imaginativas que lhe fagam entender o teor técnico.

E4 14.3 | Oir e vir pelo caminho da técnica libera o matematico para e b
um raciocinio mais figurado e imaginativo mesmo em
situacdes abstratas.

E4 15.1 | Os conceitos por mais abstratos que possam ser, podem ser @
reconstruidos num sentido geométrico.

E4 15.2 | O sujeito demonstra ter conseguido uma demonstracao para *
um teorema da algebra em que a geometria se mostra como
caminho a ser seguido.

E4 15.3 | O elemento geométrico era subjacente a demonstracao e te@
aparece como seu estruturador.

E4 16.1 | Na falta de uma fluéncia esperada o matematico para e © et
analisa considerando, primeiro, 0 campo técnico e, em
seguida, o encadeamento do que foi combinado.

E4 16.2 | O sujeito, para entender a falha numa demonstracao sua, \Y
teve necessidade de desmembrar as contas (algebra) e o
desenho.

E4 16.3 | A falha numa demonstracéo leva o matematico a analise do >ca
caminho percorrido. e Lt

E4 17.1 | A falha nas demonstracées matematicas, normalmente, Jeo
acontecem devido ao entendimento que exige uma busca das
conexdes feitas.

E51.1 No ensino, as figuras e diagramas sdo muito importantes ®e
como ponto de apoio ao raciocinio

E51.2 O matematico profissional recorre as figuras. Mesmo que ndo | Oe »
as desenhe ele as tem na imaginagéo.

E5 2.1 A conversa entre matematicos denuncia a presenca de >
imagens, mesmo que mentais, usadas por eles.

E52.2. O diagrama é importante na descoberta matematica porque é | @ e V

um auxilio
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Localiza Unidades de Significado (buscando convergéncias) indice

cao

E52.3 O que é desenhado nao é o objeto matematico. Ele é um *
suporte, um modelo de objetos matematicos que o
matematico tem em mente e tenta explorar.

E5 3.1 O suporte do diagrama mostra um caminho para a O
demonstracao.

E53.2 Ao olhar para um diagrama, muitas vezes, o matematico vé Oe
um caminho para a demonstracédo que pretende fazer.

E5 3.3 As partes heuristicas ou a utilizagdo de diagramas e objetos e@
auxiliam a descoberta de proposigoes.

E53.4 Obtido o resultado desejado, o matematico abandona o apoio *
de objetos e figuras e volta-se para os métodos da geometria
preconizados por Euclides

E5 4.1 As publicagées matematicas nao revelam a presenca (ou a a
importancia) que os diagramas e as figuras tiveram para que
o profissional chegasse as conclusdes. As publicacdes
utilizam a linguagem formal

E5 5.1 No ensino, os diagramas sdo importantes para que o aluno &
saiba do que o professor esta falando e imagine os conceitos
matematicos e as idéias.

E5 6.1 O diagrama ¢ importante e usado mesmo em situacoes mais | @ e .t
abstratas pois se buscam casos particulares em que a
visualizacao seja possivel e estendem-se os resultados do
ponto de vista matematico

E57.1 Nas demonstragdes de Euclides, o diagrama é importante *

porque ele é o resultado, a base da construcéo da
demonstracao.
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4.2.2. Primeiras convergéncias das Unidades de Significado
Trazemos, aqui, uma sintese das idéias articuladas e identificadas, no
quadro (2), pelos cédigos abaixo.

* Na geometria, o método dedutivo é bastante valorizado e é
dada importancia a linguagem formal das demonstracodes.

Tanto no ensino quanto na producdo do conhecimento
matematico, hd uma importéncia do aspecto indutivo, das exploracoes e

das conjecturas.

@ As figuras sdo instrumentos de andlise de hipiteses e resultados com vistas a
generalizagdo
P As figuras (esbocos) sdo recursos importantes para a

construcdo de imagens do objeto matematico.

4 A expressdo final da produgdo matemdtica ndo revela o modo de o
matemdtico pensar
o A figura, o recurso visual, favorece a compreensido de situagoes

matematicas e indica (abre) um caminho para a prova.

& A figura é um meio intermedidrio importante de percepcdo e
express@o tanto para o aluno como para o matematico.

\% As figuras sdao importantes na Tleitura de situacoes
matematicas para que elas facam sentido.

> as figuras sdo elementos de 1investigacdo importantes ao
pensara matematico, mesmo quando elas n#do sdo explicitadas ou desenhadas
no papel.

1% as figuras favorecem conexOes entre modos distintos
de percepCado das situaCles matematicas

J Ha percepcdoes distintas e nao é possivel reduzir
tudo a uma Unica forma de investigacao e expressao

®) A exploracdo de recursos distintos @ importante para que o objeto matematico
se mostre e seja compreendido.
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4.2.3. Quadro 3: agrupando as Unidades de Significado

Valendo-nos dos simbolos usados no quadro (2), construimos essa nova
tabela, agrupando apenas as assercdes que convergem para uma mesma idéia,
com o objetivo de facilitar a visualizacdo do que foi compreendido e interpretado a
partir das Unidades de Significado. Entre as tabelas, indicamos as intersecoes
qgue nos permitem ver uma Unidade de Significado como pertencente a mais de

uma idéia.

* Na geometria, o método dedutivo é bastante valorizado e é

dada importancia a linguagem formal das demonstracodes.

Localiza | Interpretacdo das Assercdes (buscando convergéncias) | indice
cao

E1.1.1 | O aspecto dedutivo da geometria, vista como ciéncia € muito *
forte e & dada énfase ao formalismo

E1.1.3 | Haum alerta de que ndo se pode usar a figura na *
demonstracao

E1 8.2 | Asfiguras ndo sdo parte da demonstracéo *

E2 7.4 | No processo de ensino, e na producao do conhecimento, nao *

se pode parar na visualizacao.

E2 8.2. | A visualizacdo € um estimulo, mas é necessario justificar os *
procedimentos como uma concluséo das atividades.

E2 8.3 | Seguindo-se a exploracao dindmica no computador, é *
necessario que haja uma conclusao das atividades que pode
Ser uma prova ou uma construcao com régua e compasso.

E3 4.2 | Aformalizacdo é importante porque o que se vé pode estar *
errado

E3 7.2 | Afigura ndo serve como demonstracao. *

E4 7.3 | A apresentacdo da geometria somente a partir de figuras, *

sem as propriedades, nao permite perceber, de modo claro, a
estrutura légica do objeto matematico estudado

E4 8.1 | Asfiguras ndo podem ser usadas como demonstracao *
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Localiza | Interpretacdo das Assercoes (buscando convergéncias) | indice
cao
E4 9.1 | Se nos apoiamos em enunciados muito simplificados, que *
consideram como base a figura, ndo podemos distinguir a
l6gica da prépria figura
E4 9.2 | Ao se tomar os problemas com base apenas na figura, ndo se *
tem meios de conferir o que deve ser reconstruido
logicamente
E4 9.3 | A figura deve ser tomada de modo que se possa distinguir o *
que € do campo da apreensao imediata e o que é
reconstrucao racional.
E4 Nada pode ser desmerecido mas também nao se deve *
10.1 reduzir uma coisa a outra.
E4 A figura é usada para entendimento e motivacao da *
10.2 construcao formal mas é necessario passar do campo
perceptivo ao demonstrativo.
E4 Podemos compartilhar experimentos, constatacdes e *
11.1 submeté-los a exame de validade.
E5 2.3 | O que é desenhado ndo é o objeto matematico. Ele é um *
suporte, um modelo de objetos matematicos que o
matematico tem em mente e tenta explorar.
E5 3.4 | Obtido o resultado desejado, o matematico abandona o apoio *

de objetos e figuras e volta-se para os métodos da geometria
preconizados por Euclides

Interseccoes possiveis com: A linguagem forma € importante mas os
diagramas sao recursos que favorecem a compreensao, possibilitam modos
distintos de percepcao e sdo meios intermediarios a expressao.

E27.3

E preciso um compromisso do aluno com a explicacdo do que
foi visto e, para isso, ele precisa escrever. (via linguagem
néo pictdrica ou visual)

*e &

E2 9.1

As figuras e os desenhos dizem mais que mil palavras, mas
nao podem ser conclusdes

*e O

E29.2

Dado o aspecto enganoso da figura, é necessario que o aluno
encontre outro recurso, além da figura, para expor o que esta
querendo dizer.

*e h

E4 13.1

O dominio técnico e légico € necessario as pesquisas, mas o
contentamento com isso pode cegar o pesquisador para sua
prépria cognicao.

* @ Lt
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Tanto no ensino quantfo na producdo do conhecimento

matemdatico, hd uma importéncia do aspecto indutivo, das exploracoes e

das conjecturas.

Localiza | Interpretacdo das Assercées (buscando convergéncias) | indice
cao
E1.1.2. a inducao é importante no ensino de geometria
E12.1. No ensino, o aluno deveria poder conjecturar resultados ao
invés de so provar teoremas
E123 O aspecto indutivo, no ensino, é pouco explorado
El. 3.1 E importante que o aluno construa figuras usando régua e
compasso, ou softwares geométricos, para conjecturar
resultados.
E2 1.2. Ao pensar em exemplos, busca situacées mais simples em
que possa fazer um desenho para ter a percepcao do que
esta acontecendo.
E2 10.1 As figuras desencadeiam o processo de investigacao e é
importante no ensino.
E4 6.2 No ensino, o que é considerado evidente é desprezado e isso
leva a um empobrecimento da compreensao.
E4 13.3 | A reflexdo sobre o seu proprio fazer ndo é racional, mas é
uma auto observacao.
Interseccoes possiveis: O aspecto indutivo e as conjecturas sao

importantes e os diagramas podem ser instrumentos de analise para a
generalizacao, importantes para a investigacdo, mesmo que sejam apenas
imaginados, e sao recursos de expressao.

E210.2

A figura pode servir de apoio para a investigacao das
situacées matematicas pelo aluno e isso é o que se busca em
sala de aula.

e@

E4 14.3

O ir e vir pelo caminho da técnica libera o mateméatico para
um raciocinio mais figurado e imaginativo mesmo em
situacoes abstratas.

ep

E53.3

As partes heuristicas ou a utilizacao de diagramas e objetos
auxiliam a descoberta de proposigdes.

e@

E51.1

No ensino, as figuras e diagramas sdo muito importantes
como ponto de apoio ao raciocinio
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@ As figuras sdo instrumentos de andlise de hipiteses e resultados com vistas a
generalizagdo.

Localiza | Interpretacdo das Assercoes (buscando convergéncias) | indice

cao

E14.1 Os diagramas sao fundamentais na producao do @
conhecimento matematico para a compreensao dos
resultados geométricos.

E16.1 A atitude de investigar a figura é a de um matematico @
profissional. Ele usa a figura como cainho para articular o
conhecimento matematico e conseguir fazer a prova,
matematicamente valida.

E18.1 O autor do livro constréi as figuras com régua e compasso @
pois considera que elas sédo inerentes ao entendimento da
demonstracao

E211.1 Em sua pesquisa com cones, busca exemplos em dimensodes @
mais baixas para enxergar o que esta acontecendo. Isso
favorece a ampliacéo da teoria

E38.1 Historicamente, o processo de construcéo do conhecimento @
matematico passa por figuras, tem uma parte concreta que
antecede a formalizagao.

E38.2 No ensino, é importante considerar o visual para desenvolver @
o raciocinio que leva a generalizagao.

T43.1 Se ndo nos ativermos as evidéncias geométricas perdemos a @
oportunidade de re-qualificacdo do que vem a seguir

T4 15.1 Os conceitos, por mais abstratos que possam ser, podem ser @
reconstruidos num sentido geométrico.

Interseccoes possiveis: os diagramas sao instrumentos de analise com
vistas a generalizacdo e sao recursos importantes para possibilitar a
relacao entre modos distintos de percepcao, para favorecer a compreensao
matematica e dar sentido a leitura matematica.

E12.2. Na matematica profissional, a prova é conseqgléncia de @ e ¥t
resultados especulados e testados por outros recursos

E15.2. | Avisualizacao da figura, gerada no computador, permitiu ao @e ©
matematico construir uma demonstracao algébrica.

E3 3.1 Os computadores favorecem a construcao de figuras com se @
maior precisdo para nao sermos enganados por elas.

E3 9.1 O matematico profissional ndo abandona a figura. Ele utilizaa | @ e V
figura para chegar no seu objetivo
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E39.2 Por mais abstrata que seja a teoria, 0 matematico busca @ e ¥t
exemplos simples que Ihe permita ver

E39.3 Mesmo na geometria, quando a teoria € mais abstrata Oe@
buscam-se exemplos simples para depois verificas casos
mais gerais.

E39.4 As idéias sao buscadas no inicio. Sao feitos varios casos Oe@
particulares para se perceber que vale o geral.

E3 10.3 | No ensino, hA um momento em que é necessario se afastar * e @
dos modelos concretos, das figuras desenhadas no papel
mas elas sempre permanecem em nossa imaginagao.

E4 2.1 As figuras ndo sao triviais, ja que tém elementos em sua @e»
composicao que merecem atencgao.

E45.2 A diversidade de entendimento ativa a imaginagdo e ampara | {te @
0 sujeito tecnicamente

E4 5.3 A conexdo entre o campo técnico e cognitivo (momento vivo | 1t; @ e
da apreensao) leva a um conhecimento da origem das | 2
formulagdes técnicas

E52.2. | Odiagrama é importante na descoberta matematica porque é | @ e V
um auxilio

E4 15.3 | O elemento geométrico era subjacente a demonstracao e fe@
aparece como seu estruturador.

E5 6.1 O diagrama ¢ importante e usado mesmo em situacoes mais | @ e .t
abstratas, pois se buscam casos particulares em que a
visualizacao seja possivel e estendem-se os resultados do
ponto de vista matematico

P As figuras (esbocos) sdao recursos importantes para a construcdo

de imagens do objeto matematico.

Localiza | Interpretacdo das Assercées (buscando convergéncias) | indice

cao

E1 3.2. | Na construgao da figura, o aspecto visual assume uma o)
posicao relevante

E2. 6.1 | Nos cursos de desenho geométrico e geometria plana, o o)
recurso visual é importante.

E3. 1.1. | Nao consegue imaginar nada sem figuras, sem uma imagem P

Interseccoes possiveis: os diagramas sao recursos importantes para a
construcao da imagem do objeto matematico e sao significativos a
compreensao de situacoes matematicas que exigem provas e como meio
intermediario de expressdao do compreendido.
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E3 2.1 Antes de fazer uma construgdo, montamos um esquema — deO
esboco da situacao — seja ele desenhado no papel ou
imaginado.

E32.2 E impossivel fazer construcdes sem antes imagina-las (fazer deas

um esboco)

© A exploracdo de recursos distintos @ importante para que o objeto matematico se

mostre e seja compreendido

Localiza | Interpretacdo das Assercoes (buscando convergéncias) | indice
cao

E15.1. Uma teoria da geometria diferencial foi investigada com a ©
visualizagédo possibilitada pelo computador.

E17.2 Mesmo na algebra, o recurso da geometria € muito ©
esclarecedor

E3 1.2 Mesmo que ndo se trate de geometria, deve haver uma ©
imagem

E4 6.3 Falta uma discussédo mais livre (da teoria) que leve a uma ©

riqueza de compreensao, inclusive técnica.

Interseccoes possiveis: os diagramas sao importantes para compreender o
objeto matematico, ja que ele pode ser percebido de modos distintos, e os
diagramas fazem a intermediacao entre o que é expresso e o que pode ser
compreendido e analisado.

E17.1

Num curso de algebra, sobre teoria dos grupos, fica surpreso
quando o professor comeca a desenhar quadrados na lousa
para mostrar os grupos de simetrias.

©ed

E2 7.1

E necessaria uma combinacao de linguagens — visual,
computacional, pictérica, escrita — para a producgao de
conhecimento.

Je o

E4 121

Pode-se dominar uma estrutura matemética e ser-se
insensivel a aspectos presentes em sua formulagao

Ac 0@

E4 14.1

Ao fazer uma analogia, 0 matematico passa a reconstruir
buscando entender os transportes que foram feitos para
descobrir algo.

e 0O

E4 14.2

As analogias, para serem compreendidas, obrigam o
matematico a retroceder as imagens, as associagdes
imaginativas que Ihe fagam entender o teor técnico.

©eas
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E4 16.1

Na falta de uma fluéncia esperada, o matematico para e
analisa considerando, primeiro, 0 campo técnico e, em
seguida, o encadeamento do que foi combinado.

© e Lt

E417.1

A falha nas demonstragdes matematicas, normalmente,
acontece devido ao entendimento que exige uma busca das
conexdes feitas.

Je o

\%

As figuras sao importantes na leitura de situacoes

matematicas para que elas facam sentido.

Localiza | Interpretacdo das Assercées (buscando convergéncias) | indice
cao

E2 2.1 | Os diagramas, as figuras e os graficos sdo de grande \%
importancia nas aulas de calculo, algebra linear e,
especialmente, na geometria.

E2 5.1 | A construgéo da figura ou do grafico no computador deve ser Y
seguida por uma interpretacao do aluno para que ela faca
sentido

E2 5.2 | O aluno ndo pode apenas enxergar a figura; ela tem que \Y
fazer sentido

E2 8.1 | A exploragao visual concretiza o resultado e favorece uma %
base para a justificacdo

E4 16.2 | O sujeito, para entender a falha numa demonstracéo sua, \%

teve necessidade de desmembrar as contas (algebra) e o
desenho.

Interseccoes possiveis: os diagramas sao significativos na leitura de

situacoes matematicas,

favorecendo a compreensao,

indicando um

caminho para a prova e revelando o pensar matematico que nao é expresso
na redacao final.

E2 11.4 | As figuras auxiliam tanto no que diz respeito a seguranga na OeV
investigacdo quanto na sua analise.

E3 10.2 | No ensino, o uso da figura é fundamental pois, em geometria, | Oe V
nao tem como se prescindir dela.

E45.4 Conhecer a origem das formulagdes técnicas permite ao Vea

sujeito fazer a compreender a relagao entre a apreensao e a
técnica
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»

pensar matematico,

as figuras sdo elementos de investigacdo

importantes ao

mesmo quando elas ndo sfdo explicitadas ou desenhadas

no papel.
Localiza | Interpretacdo das Assercoes (buscando convergéncias) | indice
cao

E2 3.1 Os diagramas sao um recurso bastante usado nas suas >
pesquisas

E3 10.1 | Afigura, mesmo quando ndo construida no papel, é >
imaginada

E5 2.1 A conversa entre matematicos denuncia a presenga de >

imagens, mesmo que mentais, usadas por eles.

Interseccoes possiveis: o0s

diagramas sao significativos

ao pensar

matematico, sejam eles desenhados no papel ou imaginados, pois
favorecem a percepcao e sao elementos de investigacdo importante.
E31.3 Um grafico ajuda a entender idéias. *eb
E37.3 A figura mostra de onde a idéia surgiu. ach
E4 16.3 | A falha numa demonstracéo leva o matematico a analise do >ca
caminho percorrido. e?2
E51.2 O matematico profissional recorre as figuras. Mesmo que ndo | Oe »
as desenhe, ele as tem na imaginagao.
It as figuras favorecem conex®es entre modos distintos

de percepGao das situagdes matematicas

Localiza | Interpretacdo das Assercées (buscando convergéncias) | indice
cao
E2 4.1 | No ensino de calculo, usa o computador para trabalhar a 203
visualizagdo na construcao de graficos e na parametrizacao
das curvas.
E3 7.1 | Nao é possivel pensar em geometria sem figuras. 308
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EY41.1.

As figuras, no ensino, permitem perceber as articulacdes de
elementos que podem servir para melhorar o entendimento
de situacdes

E4 3.2

As operacdes geométricas, como, por exemplo, as
translacoes, fazem uma mediagdo bastante fértil entre o
campo numérico e geométrico

EY4 5.1

O modo de tratar com os objetos matematico, em
perspectivas distintas, leva a um ganho da inteligibilidade e
do préprio aspecto matematico que se enriquece dada as
opcobes de entendimento

EY 7.1

Sente-se surpreso ao estudar algebra linear pois nunca havia
visto uma geometria apresentada a partir das relacdes
geomeétricas.

E4 7.2

A apresentacao da geometria a partir das relagdes fez com
que ela se reconstruisse dentro do cenario algébrico.

E4 8.2

As figuras, mesmo em situag¢des abstratas, favorecem a
compreensao e possibilitam conexdes entre campos
cognitivos distintos.

Interseccoes possiveis:

os diagramas sao significativos a percepcao

matematica, pois ela se da por perspectivas e nao se podem reduzir os
modos de expressar o compreendido em uma unica forma de linguagem.

E3 4.1 Para fazer uma demonstragdo, o matematico pensa, fazuma | & e 3¢
figura, retira dela as informacgdes e sistematiza.

E4 3.3. Reduzir precocemente as relacdées geométricas a numeros | Ite
leva a uma perda da riqueza da prépria geometria, pois se
muda o0 campo cognitivo e nos afastamos do
desenvolvimento do geométrico.

E4 13.2 | O sucesso alcancado com a técnica pode impedir o ted
pesquisador de refletir de modo atento e cuidadoso sobre seu
proprio fazer

& A figura é um meio intermedidrio importante de percepcdo e

express@o tanto para o aluno como para o matematico.

Localiza | Interpretacdo das Assercoes (buscando convergéncias) | indice
cao
E2 4.2. A visualizagao favorecida pelo computador é bastante 3

utilizada nos teoremas do célculo
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E2 7.2 A figura pode admitir interpretagdes distintas para os &
diferentes sujeitos

E2 11.2 | As figuras sao auxiliares para o pesquisador ter idéias e 3
interpretar o que acontece

E35.3. Nao é possivel produzir topologia sem os esquemas e eles &
sao importantes para comunicar os resultados obtidos.

E36.1. Em tudo, os esquemas séo importantes, inclusive na &
comunicacao de um assunto teérico.

E4 15.2 | O sujeito demonstra ter conseguido uma demonstragéo para &
um teorema da algebra em que a geometria se mostra como
caminho a ser seguido.

E55.1 No ensino, os diagramas sao importantes para que o aluno 3
saiba do que o professor esta falando e imagine os conceitos
matematicos e as idéias.

E57.1 Nas demonstragdes de Euclides, o diagrama é importante &
porque ele é o resultado, a base da construcao da
demonstracéo.

Interseccoes possiveis: os diagramas favorecem a percepcao e a
comunicacao do compreendido ja que a forma final da escrita matematica
tem uma linguagem formal que, nem sempre, revela o caminho da
producao.

E35.2 Os calculos, tabelas, desenhos sao importantes na producao ac S
de um artigo em topologia e sdo guardados porque tém
grande importancia e ndo aparecem na escrita final

o A figura, o recurso visual, favorece a compreensao de situacdes

matematicas e indica (abre) um caminho para a prova.

Localiza | Interpretacdo das Assercées (buscando convergéncias) | indice
cao

E25.3 O computador permite diferentes perspectivas (modos de ver) (0]
e faz o aluno pensar em exemplos simples

E211.3 Incentiva os alunos, também, a buscar exemplos simples (0]
para terem segurancga do que esta acontecendo e analisar as
possiveis extensoes.

E5 3.1 O suporte do diagrama mostra um caminho para a (0]
demonstracao.
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Interseccoes possiveis: os diagramas sao significativos pois abrem um
caminho para a prova favorecendo formas distintas de percepcao,
compreensao e comunicacao de idéias.

Localiza | Interpretacdo das Assercdes (buscando convergéncias) | indice
cao

E4 4.1 A reducgéo de tudo a numeros leva, inclusive o0 matematico, a OelJ
uma reducado do campo de percepcao geométrica

E4 4.2 A capacidade geométrica, por ceder lugar ao campo analitico, | Oe J
geomeétrico, acaba atrofiada.

E4 6.1 O arranjo tedrico que esta presente em axiomas e ac’
pressupostos, utilizados na tarefa matematica, ndo € muito
claro para o aluno.

4 A expressdo final da produgdo matemdtica ndo revela o modo de o
matemadtico pensar.
Localiza | Interpretacdo das Assercdes (buscando convergéncias) | indice
cao

E3 51 A escrita final da producao, em topologia, nao revela o P
processo de construgao.

E4 12 2 | Afigura ndo deve ser tomada como sem importancia porque P
ela pode estar na base constitutiva da formulagdo matematica

E4 12 3 | A questdo técnica pode ser necessaria devido as restricoes P
de ambito, mas é preciso ver que ha outras formulagdes que
tém uma riqueza de significados igual.

E5 4.1 As publicacées matematicas nao revelam a presenca (ou a 4
importancia) que os diagramas e as figuras tiveram para que
o profissional chegasse as conclusdes. As publicacdes
utilizam a linguagem formal

Com a organizagdo dos quadros acima, pudemos destacar o modo como
as afirmacdes dos sujeitos foram, para nés, fazendo sentido e como fomos
percebendo as interseccoes entre suas falas. Essas interseccoes revelam que ha
Unidades de Significado que contribuem para mais de uma Categoria Aberta.

No préximo capitulo, mostramos como a analise dos dados vai conduzindo

a formacgéo das Categorias Abertas.
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4.3. A analise Nomotética: expondo o modo como a interpretacao
esta sendo construida

“O termo nomotético deriva-se de mnomos, que significa uso de leis,
portanto, normatividade ou generalidade, assumindo um cardter de
principio ou lei. A andlise nomotética na pesquisa qualitativa indica um
movimento de passagem do nivel individual para o geral /.../
[expressam] compreensdo das convergéncias ... dos aspectos que se
mostram nas andlises ideogrdficas” (Machado, 1994, p. 42)

Seguindo, no movimento de interpretacao dos dados, passamos da analise
ideografica (ou das assercoes individuais) para a andlise nomotética.

Procurando compreender o que as falas dos sujeitos nos dizem sobre o
significado dos diagramas, elaboramos os quadros de convergéncias e agora
estamos buscando a construgdo da Matriz Nomotética.

Ao construi-la, a intencdo ndo é apenas buscar uma “normatividade” que
nos permita agrupar os dados da pesquisa. Na matriz, procuramos expor mais um
dos momentos vividos na busca da compreensao e interpretacdo do fenémeno
investigado. Interrogando o significado epistemoldgico dos diagramas no ensino
de matematica e na producdo do conhecimento matematico, ouvimos os dizeres
do sujeitos com a atencéao voltada para o que, em suas falas, pode elucidar o que
€ interrogado. Iniciamos o movimento interpretativo procurando colocar, em nossa
linguagem, o que pudemos ouvir. Estamos “tomando o impulso para o salto”
que € necessario para a efetivacdo da teorizacdo e para a abertura de novas
perspectivas. Organizamos a matriz para mostrar as redugdes que foram
articuladas nesse movimento de andlise e interpretacdo das falas dos sujeitos .

Nessa nova tabela, planejamos uma estrutura diferente das anteriores. Na
primeira coluna, vamos manter uma linguagem muito préxima das Unidades de
Significado, ja articulando as interpretagdes construidas na andlise ideografica.
Na segunda coluna, havera a localizacdo das unidades de significados que nos
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permitiram tais articulagcbes. Para isso, usaremos coédigos numéricos. Por
exemplo, em 1.1, indicamos que a entrevista do sujeito 1, unidade 1, contribuiu
para aquela assercdo. Como houve mais de uma unidade contribuindo para
mesma assergao, colocaremos cinco colunas distintas indicando em quais
entrevistas e quais unidades colaboraram para que construissemos uma mesma
assercdao. Numa dltima coluna, indicaremos as redugdes ou 0S primeiros
invariantes percebidos em nossas assergoes.

O planejamento estava pronto. No entanto, a execucédo nao ocorria como o
previsto. Elaborar o modo como vamos trabalhar é uma tarefa relativamente
simples. Expressar o que, no movimento, vai sendo percebido pelo pesquisador, ja
nao parece tao facil. Uma duvida surgiu logo no inicio da construcao dessa nova
tabela: montando os quadros (2) e (3) percebemos que as falas dos sujeitos iam
se conectando umas as outras. Como expor essa articulacdo numa tabela?
Demonstrar, na tabela, o elo percebido nas falas tornava-se algo dificil. Optamos,
depois de algumas tentativas fracassadas, por inserir linhas intermediarias,
destacando as assercdes que favoreciam conexdes entre diferentes idéias, ou as
intersec¢des que construimos na montagem do quadro anterior.

Nesta fase de analise dos dados da pesquisa, comeca a fazer sentido o
movimento indicado por Heidegger na metafora do “salto”. A cada passo dado,
tomamos novo impulso para seguir em outra diregdo. Ouvimos os dizeres dos
sujeitos entrevistados, percebemos convergéncias em suas falas e organizamos
assercoes articuladas a partir do que pudemos interpretar do que os sujeitos
diziam.

Estamos imersos num redemoinho que nos arrasta, a cada passo, para
novas compreensdes. Anunciam-se novos olhares. Vemos, a cada passo da
interpretagéo, anunciar-se o seguinte. A construcao da Matriz Nomotética é uma
nova etapa da compreensdo e interpretacdo do significado epistemoldgico dos
diagramas no ensino e na producdao do conhecimento matematico. Esta etapa
possibilita um novo impulso e nos da seguranca para o proximo salto.
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4.3.1. Matriz Nomotética: construindo as primeiras reducoes

Passos Sujeitos 1 2 3 4 5 Reducoes ou
dados | assercoes primeiros
articuladas Invariantes
Na geometria, o0 (11|74 | 4.2 | 7.3 | 2.3 Ha uma
aspecto dedutivo é (1.3 | 8.2 | 7.2 | 8.1 | 3.4 | valorizacao da
muito importante. | 8.2 | 8.3 9.1 linguagem
As figuras nao 9.2 formal que
servem como 9.3 evidencia,
demonstracao. E 10.1 como o modo
1° preciso justificar os 10.2 valido de
procedimentos 11.1 expressar
usando a linguagem percepcoes e
formal. constatacoes
em situacoes
matematicas,
a
demonstracao
rigorosa.(os
métodos
preconizados
por Euclides).
Conexdes vistas: A figura € um meio intermedidrio importante de
possibilitadas pelas percepgao e expressao tanto para o aluno como para o
2° assercoes dos sujeitos 2 matemadtico <> as figuras favorecem conexdes entre
em 7.3;9.1;9.2. Do modos distintos de percepg¢ao das situacdes
sujeito 4 em 13.1 matematicas
Tanto no ensino 1.2 1.2 62 | 1.1 As figuras sdo
quanto na producdo | 2.1 | 10.1 13.3 importantes para
1° do conhecimento 2.3 que, tanto o
matemadtico, hd uma | 3.1 aluno quanto o
importancia do matemdtico,
aspecto indutivo, das possam explorar
exploracodes e das sitfuacoes,
conjecturas levantar
hipodteses e fazer
conjecturas.
Conexdes vistas: As figuras s@o instrumentos de anélise de hipdteses e
possibilitadas pelas resultados com vistas a generalizagdo <> A figura é
2° assercoes dos sujeitos 2 um meio intermedidrio importante de percepgao e

em 10.3;4em 14.3¢e 5
em1.1,3.2,3.3

expressao tanto para o aluno como para o matematico
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Passos Sujeitos 1 2 3 4 5 Reducoes ou
dados | assercoes primeiros
articuladas Invariantes
4.1 | 11.1 8.1 3.1 6.1
As figuras sdo instrumentos | 6.1 82 | 151 As figuras favorecem a
1° de andlise de hipdteses e 8.1 andlise de conjecturas
resultados com vistas a e hipdteses para que
generalizagdo. uma generalizagdo seja
possivel.
ConexOes vistas: A figura, o recurso visual, favorece a compreensao de
possibilitadas pelas situacdes matematicas e indica (abre) um caminho
asser¢des do sujeitos 1 para a prova <> as figuras favorecem conexdes entre
2° em2.2,5,2;3em 3.1, modos distintos de percepg¢do das situacdes
9.2,9.4,10.3;4em 2.1, | matemdticas <> As figuras sdo importantes na leitura
5,2,5.3,153e5em6.1 | de situacdes matemdticas para que elas facam sentido
As figuras (esbocos) | 3.2 | 6.1 | 1.1 As figuras
1° sdo recursos 4.1 possibilitam
importantes para a conhecer o objeto
construcdo da imagem matematico
do objeto matematico.
ConexOes vistas: A figura, o recurso visual, favorece a compreensao de
2° possibilitadas pelas situacdes matematicas e indica (abre) um caminho
asser¢des dos sujeitos 3 para a prova <>A figura € um meio intermediério
em?2.1e2.2 importante de percep¢ao e expressao tanto para o
aluno como para o matematico.
A exploracdo de recursos | 5.1 | 10.2 12 6.3 As exploracdes de
1 distintos é importante 1.2 recursos distintos
para que o objeto favorecem a
matematico se mostre e compreensao
seja compreendido. matematica.
Conexdes vistas: A expressao final da producdo matemaética nao revela
possibilitadas pelas o0 modo de o matematico pensar. <> Ha percepcoes
2° asser¢des dos sujeitos 1 distintas e ndo € possivel reduzir tudo a uma tnica
em7.1;2em7.1; 4 em forma de investigagdo e expressdo
12.1,14.1, 14.2, 16.1 ¢
17.1
As figuras sao 2.1 16.2 As figuras
1° importantes na 5.1 auxiliam na
leitura de 5.2 investigacao
situacles de situacoes
matematicas para matematicas
que elas facam
sentido.
2° Conex0es vistas: A figura, o recurso visual, favorece a compreensao de

possibilitadas pelas

situacdes matematicas e indica (abre) um caminho
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Passos Sujeitos 1 2 3 4 5 Reducoes ou
dados | assercoes primeiros
articuladas Invariantes
assercoes dos sujeitos 2 para a prova.<> A expressao final da produgao
em11.4;3em 102¢4 matemadtica ndo revela o modo de o matematico
em 5.4 pensar
As figuras séo 3.1 1 9.1 2.1 | As figuras séo
elementos de 10. 1 recursos de
1° investigacdo investigacdo que
importante ao pensar permitem o
matematico, mesmo levantamento de
quando elas ndo sdo hipoéteses e
explicitadas ou elaboracdo de
desenhadas no papel. conjecturas.
Conex0es vistas: A figura, o recurso visual, favorece a compreensao de
possibilitadas pelas situacdes matematicas e indica (abre) um caminho
2° assercdes dos sujeitos 3 para a prova <> A figura € um meio intermedidrio
em 1.3,7.3;4em 163 ¢ importante de percepcao e expressao tanto para o
S5em1.2 aluno como para o matematico.
As figuras 4.3 | 7.1 | 1.1 As figuras
favorecem 3.2 possibilitam
1° conex0des entre 5.1 um modo de ver
modos distintos 7.1 conteldos
de percepcio das 7.2 distintos da
situacdes 8.c matemidtica
matemiticas inter-
relacionados-
Conexdes vistas: H4 percepgdes distintas e ndo € possivel reduzir tudo a
possibilitadas pelas uma tnica forma de investigacdo e expressao <> A
2° assercoes dos sujeitos 3 figura € um meio intermedidrio importante de
em4.1;4em3.3. e 13.2 | percepcio e expressdo tanto para o aluno como para o
matematico.
A figura é um meio 4.2 | 5.3 | 15.2 | 5.1 As figuras
intermedidrio 7.2 | 6.1 7.1 | intermediam a
1° importante de 11.2 investigacdo e
percepcdo e expressdo comunicacdo de
tanto para o aluno percepcées
como para o matematicas.
matematico.
A figura, o recurso 5.3 14.2 | 3.1 As figuras
visual, favorece a 11.3 “abrem” um
1° compreensao de caminho para a
situagdes matematicas prova.
e indica (abre) um
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Passos Sujeitos 3 4 5 Reducoes ou
dados | assercoes primeiros
articuladas Invariantes
caminho para a prova.
Ha percepcoes 4.1 0s modos de
distintas e nao é 4.2 percepcao sao
possivel reduzir distintos e é
12 |tudo a uma unica preciso modos
forma de distintos de
investigacao e investigacao.
expressao
A expressdo final da 51| 122 | 41| Omodo deo
produgdo matemdtica 123 matemdtico
ndo revela o modo de expressar os
1° | o matemdtico pensar. resultados
obtidos néo
demonstra a

forma como o
pensar foi se
constituindo.
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4.4. O movimento de reducdao fenomenoldgica: construindo as
convergéncias para as Categorias Abertas

Tornemos presente agora, cada um para si, a Estacdo Central de
Zurique. /.../ Para onde me dirijo ao tornar presente a Esta¢cdo Central
de Zurique? O que é tornado presente, em que penso no tornar presente?
... [Me dirijo] a prépria estacdo existente em Zurique. ... Aquilo em que se
pensa ao tornar presente mostra-se de diferentes modos e lugares. Mas
cada vez se pensa naquela estacdo que estd ld em Zurique. ... Este
resultado, de que o tornar presente a prépria Estacdo Central de Zurique
é o que é tornado presente, ndo pode ser provado. [isso] ndo é nenhuma
falha . Antes, isto, o fato de que o resultado ndo necessita de prova, é
justamente sua vantagem. Porque, se um fato ... precisa ser provado
primeiro, entdo, precisamos para iSso recuperar, em cada caso, algo
diferente do fato para derivda-lo de la. /.../ Com referéncia aos
fenoémenos e a sua interpretacdo, qualquer prova, qualquer querer provar
vem tarde demais. (Heidegger, 2001, p. 96).

Para tornar presente o0 movimento que estamos realizando com a intencao
de analisar os dados obtidos em nossa pesquisa, vamos fazer uma retomada do
que até aqui vimos construindo. Para isso, vamos tomar, como ponto de partida,
as trés questées que Sevensson, ao falar do modo de conduzir pesquisa sob a
orientacdo fenomenoldgica, indica como aquelas que o pesquisador deve
considerar como estruturais. Elas sao relativas ao modo como os dados séo
coletados; ao modo como o0s dados sdo analisados e a forma de apresentar os
dados obtidos nos diferentes estagios da pesquisa.

Os dados da pesquisa dos quais nos ocupamos sao as descricées dos
sujeitos entrevistados que relatam suas experiéncias com o significado
epistemoldgico dos diagramas na produgdo do conhecimento matematico e no
ensino de matematica. .

Ressaltamos como 0 movimento interpretativo exigiu-nos uma selecao, nas
descricoes, de aspectos (ou trechos) que tiveram importancia para

compreendermos o que € interrogado: falamos das Unidades de Significados.
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Nelas, percebemos invariantes que nos permitiram ultrapassar as analises
individuais das descri¢des e caminhar num movimento de articulagdo das idéias
expressas nos discursos dos sujeitos.

Vivenciamos, nesse movimento, o processo da reducado fenomenoldgica,
procurando identificar, nas falas dos sujeitos, 0 modo como eles compreendem o
significado epistemoldégico dos diagramas na producdo do conhecimento
matemdtico e no ensino de matemdtica, deparamo-nos com idéias?! que nos
apontam um sentido para o qual convergem os invariantes. Nomeamos essas
convergéncias como se fossem grupos que articulam, num sentido mais geral, o
que nos invariantes pudemos ler. Sdo expressdes gerais de um grupo de
invariantes.

No entanto, essas convergéncias, puderam, mais uma vez, ser agrupadas
pelo modo como vimos articular-se o que nelas estava sendo expresso.

Nesse caminhar dos aspectos individuais expressos nas descri¢cdes para 0s
aspectos gerais, resultantes da compreensao do pesquisador a luz da pergunta
que orienta a busca, vimo-nos envolvidos no nascimento do que seriam nossas
categorias abertas. As grandes regides de generalidades que descrevemos
anteriormente e que, nesse movimento, saltavam aos nossos olhos e trazemos

finalizando este capitulo.

4.4.1. Do quadro de Convergéncias para o das Categorias Abertas.

Para a elaboracdo do quadro das Categorias Abertas, valemo-nos dos
primeiros invariantes construidos na Matriz Nomotética e elaboramos novas
convergéncias para enunciar essas Categorias que passamos a interpretar no

proximo capitulo.

*1 O termo idéia estd aqui sendo usado no sentido heideggeriano, ou seja, como o aparecer nascente, ou o
vigor imperante do que se mostra numa evidéncia origindria.
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Reducoes ou primeiros
Invariantes

Nova convergéncia dos
Invariantes

Categorias Abertas

Ha uma valorizacio da
linguagem formal que
evidencia, como sendo
o modo valido de
expressar percep¢oes e
constata¢coes em
Situacoes matematicas,
a demonstracao
rigorosa. A linguagem
formal

As figuras sGo
importantes para que
se possam explorar
situacoes, levantar
hipdteses e fazer
conjecturas.

As figuras favorecem a andlise
de conjecturas e hipdteses para
que uma generalizagdo seja
possivel.

As figuras possibilitam
conhecer matemadtica

A: As figuras podem ser
modos de investigacao,
tanto para o aluno quanto
para o matematico
entenderem hipoéteses,
teorias e proposicoes
prévias. As figuras
favorecem o entendimento
de demonstracdes. As
figuras sdo um meio de
verificar e explorar
exemplos.

A exploracdes de recursos
distintos favorecem a
compreensdo matematica.

As figuras auxiliam
na investigacao de
situacoes
matematicas

As figuras sdo recursos
de investigacdo que
permitem o levantamento
de hipoteses e
elaboracdo de
conjecturas.

As figuras
possibilitam um
modo de ver
conteldos distintos
da matemitica
inter-
relacionados-.

B: As figuras sdo meio de o
aluno e o matemaético
buscarem compreender
situacdes novas. Elas
favorecem a investigacao de
propriedades, permitem
levantar hipéteses, fazer
conjecturas que levam a
producdo do conhecimento
matematico
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Reducoes ou primeiros
Invariantes

Nova convergéncia dos
Invariantes

Categorias Abertas

As figuras intermediam a
investigacdo e
comunicacdo de
percepcoes matematicas.

C

As figuras “abrem” um
caminho para a prova.

0Os modos de
percepcao sao
distintos e é
preciso modos
distintos de
investigacado.e

comunicacao

O modo de o matematico

expressar os resultados

obtidos ndo demonstra a

forma como o pensar foi
se constituindo

C: As figuras sdo recursos
de linguagem que ajudam a
entender as situagdes
matematicas tanto quanto
auxiliam na expressao de
idéias. (as figuras sdo
elementos que favorecem a
comunicacdo do percebido,
analisado e interpretado, €
abertura de possibilidades).

4.4.2. Escrevendo as Categorias Abertas de modo proposicional

(A) Os diagramas sao significativos para o entendimento de situacoes

matematicas

(B) Os diagramas sao significativos na busca de solucoes e investigacao

de situacoes matematicas com vistas a generalizacao.

(C) Os diagramas sao recursos de linguagem usados na comunicacao do

que é compreendido e produzido.
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Capitulo V. Interpretacao das Categorias Abertas

«©

diante de numerosas arvores, nao vemos a floresta.
/.../ em relacdo as arvores singulares e a sua aglomeracao,
a floresta é algo diverso. Por conseguinte, ela nao é apenas
0 que acrescentamos conceitualmente e de maneira
arbitraria a soma das arvores supostamente dada sozinha:
ela nao é apenas quantitativamente mais do que uma
aglomeracao de muitas arvores. Este algo diverso ... €
aquilo a partir do que as muitas arvores se mostram como
pertencentes a uma floresta” (Heidegger, 2003, p. 398).

5.1. O movimento de interpretacao das Categorias Abertas

As categorias abertas sao o foco deste capitulo. Ocupamo-nos delas para
apresentar o conteudo e a forma do tema que estd sendo investigado. Como
dissemos anteriormente, elas sdo expressao de articulacées que se mantém entre
as diferentes assercoes das falas dos sujeitos. Expressam sinteses de
compreensdo que se tornaram passiveis de agrupamento a luz da interrogacao
que orienta nosso caminhar. Na diversidade de descricdes obtidas foi possivel
identificar uma sintese sustentada pela unidade de sentido que permeia o

discurso dos sujeitos e nos fala acerca do que estamos investigando.

“Toda sintese sempre acontece assim quando ja se tem uma
unidade com referéncia a qual unem-se coisas. Nao se trata
de que combinar coisas separadas resulta sempre numa
sintese. Tais combinacodes, sem uma visdo prévia de uma
unidade, sempre sO6 resultam numa soma. Nunca
aconteceria uma unidade visivel a partir de simples reunido
de pedacos” (Heidegger, 2001, p. 216).
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A interpretacdo das categorias abertas revela mais um passo nesse
movimento de busca, reflexdo e expressao do pesquisador sobre o fenémeno que

investiga. Dirige-se para “libertar” o sentido do que compreendemos na pesquisa.

5.1.1. (A) Os diagramas sao significativos para o

entendimento de situacoes matematicas.

Iniciamos nosso movimento de analise dessa categoria buscando no Iéxico
o sentido pelo qual a palavra “entendimento” pode ser considerada. Encontramos

no dicionario “Aurélio Buarque de Holanda”, os seguintes verbetes:

“Entendimento: filos. faculdade de compreender, de pensar
ou de conhecer. Entender: [do latim Intendere] v.t.d. 1l.ter
idéia clara de; compreender, perceber. /.../ 2. ter
experiéncia ou conhecimento de; ser perito ou pratico em.
/.../ 3. inferir; deduzir; concluir; depreender. /.../ 4. crer,
achar, pensar. /.../ 5 julgar; interpretar. 6. alcancar a
significacao, o sentido, a idéia de” (Holanda. 1986, p. 533)

O entendimento remete-nos, pois, segundo a significacdo exposta nesse
dicionario, ao conhecimento e a compreensdao. Foram esse “conhecimento” e
essa “compreensao” que ouvimos nas falas dos sujeitos e consideramos, mesmo
que ainda num modo pré reflexivo??, para a nomeagao da categoria.

Convergiram, para essa categoria, situagcdes como:

** Estamos considerando o pré reflexivo conforme o que é descrito por BICUDO (2000) como o que ainda
ndo foi tematizado de modo a poder ser desdobrado em acdes de andlise reflexdo; o que ainda ndo foi
expresso em linguagem proposicional que afirma o compreendido e refletido (p. 39).
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e 0 modo como as figuras sdo recursos de investigacdo de
situagdées matemdticas que favorecem a compreensdao da
demonstracdo pelo aluno;

e 0 modo como as figuras favorecem a compreensdo do matematico
das situagées abstratas por reducao as mais simples;

e 0 modo como as figuras favorecem o aspecto indutivo e

permitem a percep¢ao.

Questionando o que nessas falas pode estar sendo dito, vemos que o
entendimento refere-se tanto ao modo de o aluno lidar com o conhecimento
matematico quanto ao de o matemdtico produzir conhecimento.

No que diz respeito ao aluno, o entendimento que €& favorecido pelas
figuras é aquele ligado a compreensao da linguagem formal na qual, por exemplo,
os teoremas sao expressos ou as demonstragcdées sao construidas. O aluno, ao
construir a figura, seja ela com régua e compasso ou com um software no
computador, pode utiliza-la como meio de investigacdo de propriedades para
entender o que lhe é apresentado da teoria matematica. As figuras sao
consideradas elementos de apoio a compreensao das situacdes matematicas.
Elas sdo modos de o aluno ver o que esta sendo exposto na sala de aula,
especificamente do ensino superior. Sd0 como que elementos intermediarios,
subjacentes a compreensdo da situacdo matematica e que se abrem ao
entendimento. Abaixo, destacamos algumas das unidades que contribuiram para

essa categoria.

1.3. “é importante fazer o aluno construir figuras /.../ para conjecturar
resultados. /.../ a figura entra de uma maneira fundamental, pois € o aspecto
visual. Aquilo assume uma postura mais relevante do que quando vocé faz os
aspectos dedutivos da teoria”.

2.10. “a figura pode ser um apoio para vocé comecar a se fazer as
perguntas e penso que € isso que buscamos a mais com os nossos alunos quando

trabalhamos dessa maneira”.
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4.2. “as figuras nao sao triviais, ja que tém elementos em sua composicao
que merecem atencdo. /.../ Se ndo nos ativermos as evidéncias geométricas,
perdemos a oportunidade de re-qualificacdo do que vem a seguir (a demonstracao
formal)”.

5.1. “No ensino, as figuras e os diagramas sdo muito importantes como

ponto de apoio ao raciocinio”.

Vemos que, nas situacdes de ensino, as figuras sdo consideradas, pelos
sujeitos da pesquisa, como elementos auxiliares para investigar e verificar
resultados num modo intuitivo. Elas s&o elementos iniciais de exploracéao
matematica.

Esse modo de expor o significado das figuras no contexto de ensino,
remete-nos a uma exposicdo de Hadamard em seu livro “The Mathematician’s
Mind’, quando ele cita que ha, por parte dos alunos, uma maior disposi¢cao para o
trabalho em sala de aula quando as situacées que lhes sdo propostas sdo de
exploragdes intuitivas. Afirma, também, que os alunos se negam ou nao tém
muito éxito no envolvimento com situagdes que apresentem uma matematica mais
rigorosa ou formal.

Perguntamos, entdo, se o modo de o aluno entender as situacoes
matematicas ndo esta relacionado a compreensdo de que nos fala Heidegger
quando diz que “nunca conceberemos os conceitos e seu rigor conceitual se
nao formos primeiramente tomados?3 pelo que eles compreendem”
(Heidegger, 2003, p. 08).

Assim, o0 modo de as figuras serem tidas como auxiliares ao entendimento
do aluno estaria relacionado ao fato de ele ter argumentos para fazer deslanchar
seu modo de pensar matematico, buscando exemplos e formas de expressao que
lhes fossem significativas. Nao seria uma mera tradugéo da linguagem formal,
mas um modo primordial de investigar que o faria ver o que, nos enunciados

matematicos, esta sendo exposto. Ou, para usarmos os dizeres do sujeito (4) os

# A expressio “ser tomado por” traduz o verbo alemdo ergreifen e seus derivados Ergriffenheit, ergriffen.
Este verbo encontra-se no mesmo ambito de um outro que dd origem ao termo “‘conceito” (begreifen —
Begriff) e diz literalmente “apanhar”, “prender”, “apreender”. Heidegger joga com estes dois verbos e os
utiliza para articular o momento préprio ao conceito: compreender é sempre a0 mesmo tempo um ser tomado
por isso que se compreende. (N.T.)
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diagramas oferecem uma oportunidade de re-qualificacdo das situacdes
matematicas, dando, aos alunos, condi¢cdes de investiga-las. Esse modo de o
aluno investigar o levaria a “inteligibilidade do aspecto matematico que se
enriquece dada as opcoes de entendimento”.

Olhemos, agora, para outra faceta do entendimento: 0 modo como as
figuras favorecem o entendimento para 0 matematico.

Nas descricbes dos nossos sujeitos, esse entendimento se revela em

assercoes do tipo:

2.1. “quando eu estou pensando ... eu gosto de pensar uma situacao mais
simples possivel, mais baixa possivel, em R ou R2, em que eu possa fazer um
desenho e ter um sentimento do que esta acontecendo ali”.

2.11. “num trabalho de pesquisa de complementaridade de cones ... apesar
de estarmos pensando em dimensodes mais altas, fomos buscar um exemplo em
dimensao 2 onde pudéssemos enxergar, concretizar e ver o que estava
acontecendo para poder ampliar nossa teoria e isso nos ajudou bastante a ter
outras idéias e a interpretar o que estava acontecendo”.

5.6. “quando vocé trabalha no Rn, vamos dizer, ele é simplesmente uma
generalizacdo do R. E vocé tem esses diagramas no R e trata de imagina-los no R»

o diagrama € sempre usado, por mais abstrata que seja a teoria, por menos
que vocé consiga ver, o que se faz é sempre estudar casos particulares em que
essas coisas podem ser visualizadas e, depois, procurar estendé-las para os

resultados, ai sim s6 do ponto de vista matematico”.

Essas assergcoes nos dizem que o matematico também busca ver o que
estd sendo elaborado em seu processo criativo. Nesse ver, as figuras sao
cruciais. Elas sédo recursos que possibilitam uma ampliacdo da teoria, uma
generalizacao dos aspectos particulares. O processo de criagdo, ou producao
matematica, envolve, também esse ver. E importante para o matematico ver o
que produz, tanto quanto é importante para o aluno ver o que Ihe é apresentado.

Uma citacdo de Poincaré, feita por Hadamard, vem ao encontro do que

estamos argumentando.
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A partir dos depoimentos dos sujeitos desta pesquisa, podemos

compreender que:

“entre o trabalho dos alunos que tentam resolver um
problema de geometria ou de algebra e o trabalho de
invencao, pode-se dizer que ha apenas uma diferenca de
grau, uma diferenca de nivel, ambos os trabalhos comecam
com natureza semelhante+”. (Hadamard, 1996, p. 104).

Notamos, no relato dos sujeitos, que o0 que esta em jogo, no processo de
producdo matematica, € o0 modo como o matematico procede na sua producgao.
Ele vé nas figuras um modo de “testar seus resultados”, de validar suas hipéteses
em casos mais simples, particulares, e procurar, via teoria, ou contexto formal,
estendé-la ou generaliza-la. O modo como as figuras provém o entendimento
para o matematico surge num nivel diferente: enquanto o aluno busca ver a
figura para ter idéia de como ira tratar com uma situagdo que lhe é apresentada,
ou sugerida, como ele ira ler e escrever matematica, 0 matematico busca ver a
figura para ter a idéia, para produzir matematica®.

Investigar a natureza desse ver leva-nos a compreensao da diferenca de
nivel de que fala Poincaré e que vimos emergir na interpretacdo da categoria do
entendimento.

O ver ao qual nos referimos é aquele trabalhado por Heidegger e Merleau-
Ponty e que consiste num olhar de dentro, no lidar cotidiano, daquele que se
envolve com a Matematica. E esse ver que permite que aquilo com o que se lida
se mostre. E um ver que é “por principio, mais do que se V€, é ter acesso a
um ser de laténcia” (Merleau-Ponty, 1992, p. 21), que nos leva as extremidades
invisiveis de algo que nos mostra de si um lado, ocultando o outro. E o que
impele a investigacdo. E o que denuncia o que se mostra na prépria acdo de
encobrir-se. E o que faz com que o invisivel ndo seja contraditério ao visivel, mas

seja seu “relevo e [sua] profundidade” (idem. Ibidem).

* Between the work of the student who tries to solve a problem in geometry or algebra and work of invention,
one can say that there is only a difference or degree, a difference of level, both Works being of a similar
nature.
* Consideramos importante esclarecer que essa é a compreensio dos matematicos, professores de
matematica, depoentes na pesquisa, sobre a compreensio de seus alunos.
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E um modo de tornar presente o que esta sendo posto como um objeto de
entendimento que, embora no seu préprio tornar presente nao exija nenhuma
prova, ilumina 0 que, no tornar presente, sera provado.

Os diagramas favorecem o entendimento, pois N0 sS40 apenas uma opcao
de “tomar conhecimento” buscando oportunidade de visdo sem parar para meditar.
Eles propiciam o entendimento matematico na medida em que nos pdéem para
refletir sobre o que é visto, na medida em que nos fazem investigar o visivel.

Ou, para usarmos os dizeres de Heidegger, os diagramas favorecem um modo de

“pensamento que medita e exige de nés que nao fiquemos
unilateralmente presos a uma representacao, que nao
continuemos a correr em sentido Unico na direcdo de uma
representacdao. O pensamento que medita exige que nos
ocupemos daquilo que, a primeira vista, parece
inconciliavel” (Heidegger, p. 23, s/d).

Assim, mesmo que 0s sujeitos revelem, em momentos distintos de suas
falas, uma preocupacédo com o aspecto enganoso das figuras que podem levar a
paradoxos, pode-se dizer, parafraseando o sujeito 4, que a reflexdo favorecida
pelos diagramas leva o matematico a buscar a origem das formulacoes
técnicas que permitem compreender as relacoes (conexodes) entre a
percepcao e a expressao formal com vistas a compreensao das analogias
feitas para as demonstracoes a partir das associacdes imaginativas que
permitam entender as construcoes ou elaboracoes desse teor técnico.

Esse modo de os diagramas serem significativos para o entendimento das
situagées matemdticas nado € isolado das outras categorias que, a seguir,
passaremos a analisar. Ele € um modo de ver a significacdo dos diagramas que
abre caminhos, ilumina outras buscas e nos encaminha para novas sinteses,

fazendo com que nos envolvamos com o pensar que medita.
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5.1.2. (B) Os diagramas sao significativos na busca de
solucoes e na investigacao de situacoes matematicas com vistas

a generalizacao

Contribuem para a construcao dessa categoria assercées que valorizam:

- o modo como os diagramas possibilitam o conhecimento matemditico,
- 0 modo como os diagramas mostram um caminho para a
demonstracao,

- o0 modo como os diagramas desencadeiam as idéias que levam o
aluno a compreensao da demonstracao e o matematico a sua

construcao.

Terminamos a anadlise da categoria anterior (do entendimento) trazendo os
dizeres de Heidegger sobre o pensar. Agora, pretendemos expor, ao iniciar a
analise desta categoria, como, para nds, esse pensar volta a tona.

Heidegger, em Serenidade (s/d), faz uma distingdo entre dois modos de
pensar: o pensamento que calcula e a reflexdao (Nachdenken) que medita
(Heidegger, s/d, p. 13). Embora essas duas formas de pensar sejam igualmente
legitimas e necessérias para o autor, ele salienta que o pensamento que calcula
corre de oportunidade em oportunidade ... nunca para, nunca chega a
meditar (idem, ibidem).

Ja o pensamento que medita, como ndo surge de modo espontaneo, exige
um grande esforco. Ele requer treino e cuidado. No entanto, afirma Heidegger,
qualquer um que deseje pode envolver-se num tal pensar ja que o Homem é um
ser (wesen) que pensa, ou seja, que medita (sinnenle). Nao precisamos, de
modo algum, elevar-nos as “regidoes superiores” quando refletimos. Basta
demorarmo-nos (verwilen) junto do que esta perto e meditarmos. (idem, p.
14).
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Quando vemos o modo como os diagramas se revelam significativos ao
processo de generalizacdo em matematica, ouvimos Heidegger falar do pensar
meditativo.

Ao mesmo tempo em que 0s sujeitos de nossa pesquisa mostram a
importancia de, para a constru¢do do conhecimento matematico, haver uma busca
de similaridades, de padrdes e de propriedades comuns que favorecam as
conjecturas e promovam o raciocinio, eles revelam uma suspei¢do acerca do uso
dos diagramas que, embora nao os invalide, alerta para o fato de que as
conclusées a que se chegam, tomando os diagramas como apoio, sdo apenas
provaveis e podem ser refutadas. Ha énfase na necessidade de demonstrar as
conclusdes, de usar o raciocinio dedutivo, mas ha indicacdes de ter um solo
construido para isso que pode ser propiciado pelos diagramas. Ha a necessidade
do pensar meditativo.

Os sujeitos dizem:

1.3. “é importante fazer o aluno construir figuras, ou com régua e
compasso, ou usando algum software de construcao geomeétrica /../ para
conjecturar resultados. Ai sim, a figura entra de uma maneira
fundamental, pois € o aspecto visual. Aquilo assume uma postura muito
mais relevante do que quando vocé faz os aspectos dedutivos da teoria”.

2.5. “vocé produzir uma figura no computador /.../ e tirar o que vocé
puder daquela figura, fazer as perguntas, conseguir responder /.../ € a
busca do significado daquele diagrama para o aluno. E a interpretacio, o
que ele pode tirar, € a leitura dele /.../ € mais do que enxergar, € fazer
sentido”.

2.10. “a figura pode ser um apoio para vocé comecar a se fazer
perguntas. Penso que € isso que buscamos a mais com os nossos alunos

quando trabalhamos dessa maneira”.

Para nossos sujeitos, matematicos e professores de matematica, os
diagramas, quando investigados por seus alunos, podem levar a compreensao do
que é explicitado na teoria. O aluno deve, segundo dizem os sujeitos, construir o
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diagrama e procurar explora-lo de modo a retirar informagdes que lhe permita
compreender a situagao revelada na construcado daquele diagrama especifico.
Conforme afirmam, a analise ajuda o aluno a ver por que um enunciado particular
pode ser verdadeiro. Essa situacdo exige um trabalho de interpretacdo que nao
requer um expectador, mas um sujeito ativo que possa reconhecer relacdes
internas ao objeto investigado, considerando os conhecimentos tedéricos prévios
qgue conferem, a esse diagrama, seu fundamento..

A investigacdo do diagrama ira requerer uma exposicdo da analise feita
pelo aluno. Ele ira expor o modo como o esta interpretando, como pbde fazer
associagdes que, embora simples, ja que se consideram exemplos particulares,
sao0 essenciais a generalizacdo e o permitem ver, por exemplo, como diz o0 sujeito
(2), o ponto de intersecdo de duas retas como sendo a solucao de um
sistema linear.

Interpretamos, em falas como essas, que os diagramas, para esses
professores, sdo recursos que permitem aos seus alunos, compreender a logica
das demonstracdes pois, podendo fazer andlise a partir de exemplos particulares,
ele investiga situacdes de modo visual e vai sendo levado a pensar em casos mais
gerais. Esse € o modo como nos aproximamos do pensar meditativo que
descrevemos na citacdo de Heidegger. O pensar que pbde o0 que se ocupa da
matematica, numa situacao de investigacao é, também, o pensar que o impulsiona
a buscar palavras que expressem o conteudo matematico percebido no diagrama
levando-o a construir uma demonstragdo cujo solo € insinuado no ver. O
diagrama lhe da “pistas visuais” que podem ajuda-lo a ver como poderia comecar
uma prova. Mesmo que essa prova nao seja, inicialmente, formal, rigorosa, os
diagramas podem incentivar a comunicacao do que foi compreendido na situacao
que estava sendo investigada.

Valorizando os aspectos perceptivos, a construcdo das demonstracdes
feitas na linguagem argumentativa pode vir a ser compreendida, e a preocupacao
com a generalizagdo pode adquirir um novo olhar. A generalizagdo passa a ser
vista como um processo de investigacao do particular.

Isso faria sentido para a aprendizagem matematica? Essa € uma questao

que se pde no momento em que a analise vai se mostrando. Ela nos leva a buscar
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clareza, novamente, nos dizeres dos sujeitos e encontramos novas assergcoes que
permitem a continuidade do nosso raciocinio.

Consideremos as falas do sujeito (2), do sujeito (3) e do sujeito (5):

2.11 “num trabalho de pesquisa de complementaridade de cones
/.../ apesar de estarmos pensando em dimensoes mais altas, fomos
buscar um exemplo em dimensao 2 onde pudéssemos enxergar,
concretizar e ver o que estava acontecendo para poder ampliar nossa teoria
e isso nos ajudou bastante a ter idéias e a interpretar o que estava
acontecendo. E € isso que falamos para os nossos alunos. /.../ Alguma
coisa tem que estar seguro nas suas maos para poder analisar as outras
variaveis”.

3.8 “mesmo na histoéria, muita coisa surgiu dessa forma, vocé parte
do concreto, de uma figura e depois tenta formalizar. /.../ Ninguém lancou
na forma de equacoes, ja tudo pronto. Veio passo a passo até chegar num
nivel formalizado”.

5.3. “esse suporte € para dar idéias, para fixar os conceitos, e mais,
também para auxiliar na demonstracao porque, muitas vezes vocé olhando
um diagramazinho vé um caminho a ser percorrido para obter a
demonstracao que vocé quer. Eu acho que um exemplo marcante dessa
parte ... € o tratado de Arquimedes, O Método, /.../ [para] fazer as
descobertas das proposicoes matematicas ele utiliza /.../ balanca,
alavanca, e tudo que € possivel .... depois de obtido o resultado ... ele diz:
bom isso tudo é esquecido e agora eu vou trabalhar segundo os métodos

da geometria, preconizados por Euclides”.

Os sujeitos re-afirmam a importancia da evidéncia dada na figura
acompanhada de uma generalizacdo, citando seu processo de investigacdo e a
prépria historia da producdo do conhecimento matematico. Eles nos animam a
busca.

Em James Robert Brown (1999), vimos que as figuras, em alguns casos,
sao ricas fontes de insight mas que nao se pode trocar o rigor pela evidéncia dada
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na figura, ja que ela pode ser altamente enganosa. No entanto, afirma, algumas
figuras favorecem a justificacdo de situacdes matematicas. Para exemplificar isso,
ele cita Roger Nelsen, que, no seu livro Proofs Without Words (1995), traz um
grande numero de preciosidades nesse sentido, mostrando que o principal numa
figura € que elas séo, principalmente, formas de evidéncia diferentes daquelas
dadas nas provas verbais ou simbdlicas. Mas alerta: embora as figuras possam
ter um resultado “obvio”, o “6bvio” e o imediato nao sao, necessariamente,
o mesmo. Freqilentemente, precisamos trabalhar nela por um tempo*®”
(Brown, 1999, p. 43. Traducéo Livre). Ou seja, mesmo considerando-se o0 aspecto
visual, é requerida uma habilidade para a justificacdo, pois as figuras, algumas
vezes, favorecem o insight e a compreensao, e, outras vezes, ndo. Ela, tanto
quanto as demonstracdes verbais, exigem investigacdo. Na investigacdo, o
caminho para a compreensdao do objeto matematico se abre e a generalizacdo
passa a fazer sentido.

A visualizagao leva ao pensar e pode ser compreendida, segundo Miguel de
Guzman (1996), como uma operacao cognitiva que busca a decodificagdo do que
€ visto. Requer analise, interpretacdo e expressao do percebido.

Esse caminho da andlise, interpretacéo e expressao é também o percorrido
pelo matematico na sua producdo. O matematico busca, por um lado, fazer
conjecturas e, por outro, demonstrar que elas sao verdadeiras, partindo de alguns
pressupostos iniciais (0s axiomas).

Quando se demonstram essas hipdteses iniciais, elas passam a fazer parte
do corpo matemético. Elas sdo teoremas.

Em cada teorema, ha esforcos desenvolvidos para obté-los no estado de
conjectura e esforcos para fazer com que o novo enunciado, por meio de um
raciocinio dedutivo, se desprenda do ja conhecido. O caminho que é percorrido
desde a conjectura até o teorema é um desafio. O matematico, ao se envolver na
busca de um resultado pressentido como verdadeiro ou ao se envolver na
construcdo da demonstracdo de um teorema ja provado, vivencia esse desafio.
Em cada uma dessas situagdes, ele coloca em jogo todas as suas capacidades
para chegar ao resultado requerido, para desvendar os elementos ocultos e, a

4 Remember, pictures may make a result “obvious”, but obvious and immediate need not be the same thing.
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principio, desconhecidos, que estado circunscritos ao assunto que lhe interessa.
Ele trabalha para ver o que esta ali. No entanto, muitas vezes, a visibilidade Ihe
foge. Ele precisa de um “porto seguro” que Ihe desencadeie as idéias.

Hersh, citando Pierce, diz que

A maioria dos teoremas matematicos nao é confirmada em
seus termos gerais. E necessario que sejam dadas definicoes
e esquemas individuais, ou diagramas — em geometria, uma
figura composta por linhas com letras anexadas; na algebra
um arranjo de letras das quais algumas sao repetidas.
Depois que o esquema foi construido de acordo para uma
percepcao visual contida na tese, a assercdo do teorema €
evidentemente verdadeira. Pensar em termos gerais nao €
suficiente. E necessario que alguma coisa seja dada*’
(Hersh, 1997, p. 199. Traducao livre).

A investigacao do diagrama é particular mas a busca do que se investiga é
geral. Nossos sujeitos nos mostram que, ao vivenciarem situagbes dessa
natureza, buscam seguranca em fatos conhecidos para prosseguirem a
investigacao. Os diagramas estao presentes, mesmo nos dias atuais, na producao
do conhecimento matematico e se revelam, nas falas dos sujeitos. No seu modo
de dizer, podemos perceber que os diagramas, também,

- auxiliam a visdo do caminho percorrido para a demonstracao, ou seja, eles
dao idéias para a prova,

- auxiliam no processo de investigacao da validade do caminho escolhido.

Essa interpretagdo pode ser construida no ouvir dos dizeres de varios
sujeitos. Dentre eles:

1.5. [para investigar a teoria das superficies minimas, o matematico]|
colocou as equacgoes no computador. A principio, ele nao enxergava muita
coisa na tela do computador, mas, rodando a figura, colocando-a em

outras posicoes, ele comecou a perceber algumas simetrias. /.../ a partir

Often you will have to work at it for a while.
" In the major theorems it will not do to confine oneself to general terms. It is necessary to set down some
individual and definite schema, or diagram — in geometry, a figure composed of lines with letters attached; in
algebra an array of letters of which some are repeated. After the schema has been constructed according to the
percept virtually contained in these, the assertion of the theorem is evidently true. Thinking in general terms is
not enough. It is necessary that something should be done.
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dessas indicacoes /.../ ele comecou a tentar mostrar, a fazer a conta
algebricamente.

2.1. os diagramas fazem parte da minha vida. /.../ Quando eu estou
pensando /.../ eu gosto de pensar uma situacao mais simples possivel,
mais baixa possivel, em R em Rz, em que eu possa fazer um desenho e
perceber o que esta acontecendo.

3.4. [para fazer] uma demonstracao vocé tenta, pensa uma figura,
com aquilo, o que vai ser a demonstracao, o que vocé pode tirar dali e dai
vocé vai formalizar.

3.9. mesmo o matematico. E uma coisa que ele ndo abandona mais.
Ele sempre vai buscar la para poder chegar no objetivo final, ele vai buscar
la, na figura, /.../ por mais abstrata que seja a teoria.

5.6. o diagrama sempre € usado, por mais abstrata que seja a teoria,
por menos que vocé consiga ver, o que se faz € sempre estudar casos
particulares em que essas coisas podem ser visualizadas e, depois,
procurar estendé-las para os resultados, ai sim s6 do ponto de vista

matematico.

Essas assercbes, entre outras que destacamos no quadro de
convergéncias, nos permitem dizer que, no processo de construcdo do
conhecimento, o matematico busca um recurso informal anterior a linguagem. Nao
ha apenas o pensar que calcula, citado por Heidegger, que é governado pela
manipulacdo de conceitos e representacdes. H4 uma atencdo ao que se mostra
na evidéncia. Os diagramas sao significativos nessa producédo do conhecimento a
medida que evidenciam possibilidades de investigacdo e compreensdo da
situacdo que se esta querendo demonstrar. Isso sugere que a producao
matematica ndo é construida na prova. Ou seja, ao provar, 0 matematico torna
explicito um pensar que ja foi organizado e compreendido. A clareza necessaria a
esse movimento é dada pela percepcao do que esta sendo construido (erlebinis —
isto é, ela se faz na vivéncia ou, como fala Dilthey, na experiéncia percebida

conscientemente), pelo conhecimento prévio e pelo modo de se envolver com a
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situacdo. A demonstracao traz a validacdo da conjectura, mas o diagrama pode

auxiliar o matematico a interrogar a prépria demonstracao construida.

4.15 Quando vocé tenta fazer argumentacoes que pareciam que iam
fluir de acordo com a expectativa e comecam a enroscar /.../ buscamos
ver o que estad acontecendo. Primeiro, /.../ tecnicamente. E uma falha do
modo de combinar as coisas usualmente combinaveis /.../ ou esta tendo
um misto de problema técnico com cognitivo? [Eu] /.../ ao converter
inversoes rotatorias em reflexoes rotatorias na geometria espacial, precisei
ficar desenhando planos para ver onde € que estava falhando o argumento
/.../ tive que desmembrar tanto as contas quanto os desenhos e, no final,
acabei constatando que o plano que eu estava pegando numa certa ordem
€ que estava errado.

O dizer do sujeito mostra que ha um sentimento que governa o seu
proceder que é dado pelo conhecimento e pela linguagem matematica. Mas ha
também uma necessidade de verificagdo do caminho construido que nao leva ao
ponto de chegada pretendido. Essa verificagdo leva o matematico a recorrer as
figuras para compreender o equivoco cometido. Essa analise nos conduz do que é
percebido e do que é construido, no pensar, para o0 que € expresso como produto
final. Isso nos encaminha para a interrogagéo da linguagem. Indagamos: haveria
uma unidade nesse processo que vai do pensar ao expressar? Esse fazer
do matematico é refletido no ensinar matematica?

O matematico é um sujeito que detém um conhecimento que o habilita a
qguestionar o seu fazer, investigar os recursos usados e encontrar as “falhas” numa
demonstracao. E o aluno?

De acordo com as afirmagdes de nossos sujeitos, professores de
matematica, o aluno nao dispde de habilidades e conhecimentos especificos a
matematica e a sua producdo para ex-por-se. E, ao negligenciarmos os recursos
que podem favorecer o seu desenvolvimento, eliminamos opg¢des de

aprendizagem matematica.
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Os diagramas sao opcgdes de investigacdo e, mesmo que sejam tomados
como objetos sensiveis ou intuitivos, nossos dados vdo mostrando que eles
podem ser valorizados.

A interrogacdo que orienta nossa busca comecga a dar indicacdes de sua
abrangéncia: investigar o significado epistemoldgico dos diagramas no ensino e na
producdo matematica faz-nos olhar na direcao dos elementos do conhecimento
matematico que merecem atencdo. Vamos compreendendo que eles sao
significativos de diferentes modos e, ao encerrar a analise desta categoria que
discute, em especial, o modo de o conhecimento matematico ser construido,
gostariamos de trazer o alerta dado pelo Sujeito (4) que, neste momento da
analise, traz clareza ao nosso pensar. Segundo ele,

4.11. “lao ensinar matematica & preciso um cuidado para que nao se
perca] a riqueza das coisas que sao tomadas como banais, como sendo
desprovidas de riquezas, /.../ [pois] as pessoas dominam tecnicamente
uma certa faixa daquela estrutura complexa, matematica, mas sao
completamente insensiveis ou cegas para outros aspectos que estdo
naquele campo sofisticado porque elas tém o dominio da técnica, daquelas
coisas, mas la atras, na base, ela desconsiderou, tomou como nao sendo
importantes certas coisas que sao extremamente constitutivas do que veio

a ser toda essa formulacao sofisticada da matematica”.
E preciso buscar compreender a regido do conhecimento Matemético como

uma articulacao de diferentes aspectos da realidade Mateméatica, como algebra,

geometria, etc.
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5.1.3. ( C ) Os diagramas sao recursos de expressao usados na

comunicacao do compreendido, interpretado e produzido.

«

/..../ aunidade da coisa nao esta atras de cada uma das suas qualidades: por
cada uma delas € reafirmada, cada uma delas € coisa inteira. /.../ As coisas nao
sao, portanto, diante de noés simples objectos neutros, que contemplariamos; cada
uma delas simboliza para n6s uma certa conduta, lembra-la, provoca em nés
reacoes favoraveis ou desfavoraveis”. (Merleau-Ponty, 2002).

Para esta categoria, contribuem assercbes que nos permitem interpretar as
diferentes formas de o sujeito comunicar o percebido, analisado e
interpretado em uma situagdo matemdtica. As assercdes aparecem, para nos,
de dois modos distintos, porém nao excludentes. Queremos destacar, neste

movimento de analise da categoria, o que compreendemos sobre:

- o0 modo como o diagrama favorece o dialogo e a expressao pela
linguagem, nas situacoes de sala de aula,
- o modo como o diagrama auxilia o matematico a sustentar o

movimento do seu pensar e expor sua producao.

Na categoria tratada anteriormente (a busca de solucoes), ja se tangenciou a
questao da linguagem pois quando, nas situacées de ensino, o professor dispde-
se a investigar o diagrama, dele extrair informagdes e comunicar o percebido, ja
se diz de uma linguagem. No entanto, a linguagem nao foi o foco da discusséo.
Por isso consideramos importante construir uma categoria em que pudéssemos
tratar do modo como entendemos que a linguagem se destaca nas falas dos
sujeitos, remetendo-nos ao significado dos diagramas como recursos de
linguagem - - considerada com a conotagcdo de semdntica, na media em que o
diagrama diz pela linguagem .

Um dos primeiros invariantes que nos fez pensar nesta categoria foi “a

valorizacdo da linguagem formal e das demonstracdes em matematica”. A
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intencdo ndo é investigar a natureza de uma demonstracao. Trabalhos como o
de Russel (2001), Brow (1999), Hersh (1999), Garnica (1995), Arsac (1987) e
outros, possibilitam-nos compreender as diferentes concepcdes que cercam as
provas e demonstracdes em matematica e entender como a concepg¢ao de
demonstracdo varia de acordo com o periodo da histéria, a cultura e a
comunidade a que nos referimos. Alguns aspectos, no entanto, podem ser, hoje,
destacados ao falarmos em demonstracdo: a generalidade e a certeza, por
exemplo.

Russel (2001) nos diz que

a generalidade da prova e da demonstracao é precisamente
invencao grega. Em matematica, a funcdo da prova se
destaca mais claramente do que na maioria das outras
ciéncias, embora o que realmente aconteca numa
demonstracdo matematica tenha sido, freqientemente,
questionado e muitas vezes mal-entendido. (Russel, 2001, p.

137).

Ou seja, a preocupacao com a generalidade da prova matematica vem de
longa data e é parte integrante do discurso matematico. Sendo assim, ao
entrevistarmos matematicos acerca do seu pensar sobre diagramas, é natural que
apareca, em suas falas, o destaque das demonstracbes. Ela é o veiculo de
comunicacao matematica imperante, até hoje, na cultura ocidental.

Porém, outros invariantes que nos levam a esta categoria como o fato de “as
figuras intermediarem a investigacdo e a comunicacao de percepcoes
matematicas” ou “o modo de o matematico expressar os resultados obtidos
nao demonstrar a forma como o pensar foi se constituindo”, € 0 que nos
chama a atencdo e nos faz analisar as falas dos sujeitos que nos levam a
interpretar a linguagem.

Como compreender a linguagem com a idéia de comunicagao e expressao a
partir dos diagramas?
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Para Heidegger,

temos que aprender a pensar a linguagem a partir do dizer e
esse enquanto um deixar pro-por (Aoyog) e fazer aparecer
(paoig). De inicio, € dificil satisfazer esse apelo porque o
iluminar-se do vigor essencial da linguagem como dizer
desaparece logo sob um véu. Em seu lugar, passa a imperar
a determinacao e representacdo da linguagem a partir da
dovr), da articulacao sonora, enquanto um sistema de
designacao e significacao e, por fim, como sistema de
comunicacao e informacao. (Heidegger, 2002, p. 217).

Seria o diagrama esse pro-por que diz? Seriam eles aquilo que faz aparecer e
ilumina o que se mostra para o sujeito que o investiga?

Os dizeres dos nossos sujeitos indicam-nos que existe a possibilidade de os
diagramas terem esse significado para o matematico.

5.2. E interessante vocé presenciar uma conversa entre matematicos de
altissimo nivel, um deles diz assim: “ndo, mas o rabinho da funcao, mas
essa linhazinha aqui”. Tudo isso, na verdade, € a imagem mental ou a
imagem que se desenhou, ou seja, um diagrama.

O fato de o matematico desenhar a figura, no papel ou na imaginacao, nos
permite interpretar que, para ele, o diagrama é um recurso de organizacao e
comunicacao da idéia. O matematico, ao explorar o diagrama, busca por aquilo
que o diagrama Ihe propde, pelo que ele lhe diz. llumina-se, para o0 matematico,
na evidéncia dada no diagrama, o dizer de algo que é proposto. Inicia-se um
processo de organizagcdo e comunicagdo. O “rabinho da funcao” expde-se na
figura e na linguagem sonora, mas é “trabalhado” pelo matematico para ser

enunciado na linguagem escrita, conforme diz o préprio sujeito.

5.4. Evidentemente, na publicacado, ele nao ira falar do rabinho da
funcao, ele vai dizer as coisas do ponto de vista matematico. Mas isso tudo
serviu de suporte /.../ os diagramas, as figuras sao muito importantes e

todos os matematicos profissionais sabem disso.
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Essa fala do sujeito remete-nos as palavras de Heidegger quando ele diz que
no lugar do vigor da linguagem impera um sistema de articulagdo, de comunicacao
e de informagédo. O matematico, ao comunicar o que no diagrama foi proposto, faz
como que uma “traducéo” da linguagem e expbe o percebido em sua forma final
de articulacdo compreensiva. Ou seja, ao lermos uma comunicacao matematica,
um texto matematico, qual o sentido que se revela? Certamente, ndo é o da
intuicdo primeira. Essa intuicdo se apaga, perde a luminosidade, ao longo do
trabalho, e o que é transmitido no texto é o resultado do processo de anadlise e
sintese do matematico.

Saraiva (1992) argumenta que uma das possiveis causas para isso se
relaciona ao fato de que os modelos requeridos, atualmente, para as publicacoes
em Matematica, na maioria dos casos, consideram os diagramas inaceitaveis.

Falas de outros sujeitos de nossa pesquisa colaboram para que possamos ver
a importancia dos diagramas como o dizer que faz aparecer e ilumina 0 que se
mostra, mesmo que eles ndo estejam presentes na forma final de comunicacao do

produzido.

3.4. quando a gente esta pensando, usa tabelas, “desenhinhos” e tudo,
mas ai, quando vocé vai redigir, vocé tira tudo isso. /.../ Voc€ vai escrever
a generalizacao e nao coloca tudo aquilo, mas tudo foi importante para
vocé chegar ao resultado, descobrir isso /.../ e, as vezes, com 0s esquemas

€ mais facil vocé passar para outras pessoas.

Embora haja um reconhecimento da importancia do diagrama como recurso de
expressao, como algo que é capaz de pro-por e dizer ao matematico, a escrita
final da producdo n&do o considera. O matematico, as vezes, considera-o numa
comunicacado para o outro, ou seja, na informalidade da linguagem falada, na

oralidade.

3.9. na geometria mesmo, se € uma coisa mais complicada, vocé pega

exemplos simples, coisas palpaveis, para, depois, ir para o mais abstrato e
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verificar se vale em geral. /.../ O produto final € uma coisa geral e vocé
nao coloca todos os casos usados porque foram casos particulares que

foram estudados para perceber que vale o geral.

Ou seja, as publicacbes matematicas comunicam os “resultados finais” e ndo o
processo usado para que o pensar fosse construido. A linguagem matematica, da
forma como é expressa ao leitor, elimina a evidéncia do perceptivo, o processo de
amadurecimento de idéias e aquele da busca de solu¢bées. Mas ndo seria essa
exatamente a funcao da linguagem, como diz Merleau-Ponty? “Um resultado da
linguagem é fazer-se esquecer ao conseguir exprimir”. (Merleau-Ponty,
2002a, p. 31). Com esta afirmacdo o autor nos faz compreender que, se a
linguagem expressa, se ela comunica, ndés passamos a nao dar atencao aos seus
simbolos, as palavras ou as paginas lidas pois o0 que “salta aos olhos” é o sentido
do que esta impresso nessas paginas. Isso ocorreria também com a linguagem
matematica ao expressar. Seus simbolos dizem do sentido a que eles nos
remetem. Mas para quem esses simbolos dizem? Talvez, para o matematico. E
esse “talvez” que empregamos embasa-se nos dizeres de nossos proprios sujeitos
quando eles afirmam que, mesmo para comunicar ao outro, os diagramas, tabelas
e desenhos podem ser importantes. Isso nos leva ao que buscamos compreender
nas leituras iniciais de nosso trabalho e identificamos, entre os gregos, modos
distintos de comunicar as producdes matematicas valendo-se de certos tipos de
diagramas para a comunicagao escrita e outros para a comunicacgao oral. Talvez
aqui volte a fazer sentido a fala de Merleau-Ponty identificando na linguagem duas

formas distintas:

“a linguagem de depois, a que é adquirida e que desaparece
diante do sentido do qual se tornou portadora, e a que se
faz no momento da expressao, que vai justamente fazer-me
passar dos signos ao sentido - a linguagem falada e a
linguagem falante”. (idem, p. 32).

A linguagem matematica sé expressa algo se 0s signos que o autor usa para
comunicar sdo compreendidos por mim, ou seja, eu € 0 autor concordamos

porque compartilhamos das mesmas significagcdes adquiridas e disponiveis. A
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“leitura € um confronto entre a minha fala e a fala do autor” (idem, p. 35).
Nesse confronto, as intersec¢gdes vao se multiplicando, novos sentidos vao sendo
constituidos e o autor me induz ao seu pensar de tal modo que a voz do autor
toma posse da minha. A linguagem falada que eu trazia comigo vai cedendo lugar
a linguagem falante que se constr6i na elaboracdo de novos significados
promovidos pela expressao.

O “rabinho da funcdo” é a linguagem falada, € o signo comum que
compartilhamos no inicio da conversa, é o dizer do diagrama que permite que
vejamos a mesma imagem ao falarmos dela. No dizer matematico, o “rabinho da
funcédo” vai desaparecendo, ele vai dando lugar a significacdo que o matematico
procura comunicar. A linguagem falante, o sistema de designacao e significacéo,
passa a imperar. Leio o “rabinho da fun¢do”, ndo mais no diagrama mas na escrita
do matematico. O esclarecimento da razdo passa a pro-por iluminado pela
evidéncia da visio, pela visao esclarecedora.

Ha, porém, um outro ponto que, nos invariantes para essa categoria, nos
chama a atengdo: “os modos de percepcao sao distintos e € preciso modos
distintos de investigacao” e “as figuras possibilitam um modo de ver
conteudos distintos da matematica inter-relacionados”. A nossa atengao se
volta para essas questdes, considerando o trabalho de sala de aula e a possivel
posicao do aluno nesse processo de comunicag¢ao da linguagem matematica. O
sujeito (2) expressa uma preocupagdo com o modo como as “‘combinacdes de
linguagens” podem se integrar.

2.7 eu percebi que essa combinacao das linguagens, da linguagem
computacional, com a visual, a pictorica da imagem e a linguagem escrita,
toda essa combinacao, esse conjunto, pode produzir muito conhecimento
sim.

2.8. [mas] nao basta vocé ficar s6 na exploracao. A idéia € construir
uma base, fazer exploracdo, concretizar um resultado de uma maneira
visual, exploratorio e, depois, conseguir justificar. Mas isso nao € uma
passagem facil. /.../ a visualizacado ajuda, estimula, favorece alguns /.../

mas nao € uma magica.
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No lidar cotidiano da sala de aula, os diagramas, as imagens, S0 recursos
importantes para desencadear o processo de pensamento, para sugerir um
caminho para a prova, para fazer andlise de situagbes e investigar resultados.
Tudo isso conseguimos ver nas falas dos sujeitos. Mas como caminhar da
linguagem informal, da expressédo do diagrama, a linguagens formais, simbdlicas,
verbais?

Sobre isso, a leitura dos discursos dos sujeitos ndo nos da pistas. Eles nos
dizem que ha modos de percepcao distintos e modos distintos, também, de
investigar situagdes matematicas. Dizem perceber essa distingdo como formas de
cognicao e que a “passagem” de um campo a outro, as vezes, sao verdadeiros
“saltos mortais”. Mas nossas leituras em filosofia, filosofia da mateméatica e
didatica da matematica nos mostram que ha um solo favorecido pelo diagrama
que pode levar o aluno a evidéncia matematica.

As chamadas “provas sem palavras”, propostas pelo professor Rufus Isaacs
em 1975 na revista Mathematics Magazine e, mais atualmente, por Roger B.
Nelsen, no livro “Proofs Without words: exercises in Visual Thinking” de 1993,
podem ser encontradas desde os matematicos que antecederam a Thales (640 —
550 a.C.). A Filosofia da Mateméatica nos mostra que eles se valiam de exemplos
visuais como modelos para investigar e entender os casos mais gerais e de
diagramas que tinham seus enunciados 6bvios. Segundo Roberto Doniez Soro,
esses matematicos “nédo desenvolveram uma linguagem simbolica adequada
para expressar as idéias gerais, pois as demonstracoes sem palavras eram
as suas demonstracoes*8” (Soro, s/d. p. 11. Traducao livre.). Ou seja, conforme
era para os gregos, os diagramas eram as proposicoes.

Isso nos leva novamente a questionar se 0 meio de os alunos investigarem um
diagrama, fazerem conjecturas e interrogarem as situacdes para analisa-las, ja
nao lhes dariam recursos para compreender matematica? Embora, como diz o
sujeito (2) a passagem nao seja uma magica, ou, como diz o sujeito (4), ha,
entre as duas formas de linguagem, verdadeiros “saltos mortais”, 0 ganho no

trabalho com a exploracdo dos diagramas em sala de aula pode ser grande. Se,
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na producao do préprio matematico, eles sao auxiliares, para o aluno, eles podem
ser recursos imprescindiveis. O modo de comunicagdo dos diagramas pode
favorecer o espirito investigativo e, mesmo que, como dissemos anteriormente, as
primeiras demonstracdées sejam ensaios imprecisos, a tentativa pode impulsiona-
los a falar e escrever matematica permitindo ao professor, em sala de aula,
conhecer o modo como o aluno estéa lidando com o conhecimento matematico.

Como nos diz o sujeito (2)

2.5. vocé produziu uma figura no computador /.../ e vocé tem que tirar
o que vocé puder daquela figura; entao, fazer as perguntas, conseguir
responder /.../ o que a gente retrata ai € a busca do significado daquele
diagrama para o aluno. E a interpretacdo, o que ele pode tirar, é a leitura

dele. Porque € mais do que simplesmente enxergar, € fazer sentido.

Este é, para o professor, em nosso entender, um momento importante onde ele
podera ter acesso a linguagem falada do aluno, as concepcbes e aos
conhecimentos matematicos prévios que Ihe permitem investigar a figura. Expde-
se, nessa fala, o conjunto de relagdes de signos que estdo, para ele,
estabelecidos, e as significacbes que estdao disponiveis para o sujeito. No
movimento de sua andlise, a linguagem falada vai cedendo lugar a linguagem
falante. As interpretacbes vao ganhando espaco e as significagdes novas vao
surgindo. Um novo instrumental matematico passa a estar disponivel. Esse € o
movimento de compreensao que se espera ver no aluno. A forma final da sua
escrita sera uma consequéncia do seu modo de pensar e interpretar a
matematica. Sera visdo da unidade do que €& percebido que lhe garante a
expressao.

Merleau-Ponty nos diz, comparando duas linguas, o francés e o latim, que,

se consideramos a existéncia de uma linguagem que comunica,

quando se vai do latim ao francés, mesmo se nao ha
fronteira que se atravesse, ha um momento em que a
fronteira é inquestionavelmente atravessada. E a

*® La matemdtica no desarrollé un lenguaje simbélico adecuado para expresar ideas generales, las
demostraciones sin palabras eran las demostraciones.
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comparacao das linguas, a avaliacao objetiva de seu poder
de expressdo permanece possivel, embora cada uma, ja que
foi falada, tenha até certo ponto, satisfeito a necessidade de
expressao. Ainda que nenhuma expressao jamais seja
expressao absoluta — ou melhor, por essa razdao mesma -, ha
palavras que dizem de um jeito, outras que dizem de outro,
ha umas que dizem mais e outras que dizem menos.
(Merleau-Ponty, 2002a, p. 63).

Talvez, os diagramas e as demonstracées simbdlicas sejam, para 0s Nnossos
alunos, essas duas linguas descritas por Merleau-Ponty e, cada uma delas
comunica ao seu modo permitindo que a travessia da fronteira seja feita pelo
aluno. Talvez, também, por isso ndo seja uma magica, mas € uma travessia que,
mesmo que acompanhado de uma multiddo, o sujeito faz sozinho.

Resta-nos apenas cuidar para que a travessia seja possivel. Ao professor cabe
oferecer condicdes de seguranga para que o aluno se aventure na travessia.
Resta a certeza de que, quando lidamos com a linguagem matematica,
precisamos ver, como em qualquer outra, que seus signos sozinhos nada
significam, “que eles s6 passam a ter significacdo por sua combinatoria, e
que, enfim, a comunicacao vai do todo da linguagem falada ao todo da
linguagem ouvida. Falar €, a cada momento, detalhar uma comunicacao
cujo principio ja esta estabelecido”. (idem, p. 65).

Essa “combinatéria” ndo é, porém, uma reducdo. Como diz o sujeito (4),

4.3. “existe um certo conjunto de relacoes entre os entes
geométricos, em que a mediacao dos numeros é extremamente fértil. Mas
reduzir tudo precocemente a relacoes entre numeros € perder a riqueza da
propria geometria, porque eu acho que vocé muda de campo cognitivo,
vocé tenta reduzir um campo a outro e isso ja € uma perda, se afasta da
maturacao, da expansao, do desenvolvimento daquele campo propriamente
geométrico. /.../ tudo se traduz em numeros e ai /.../ determinadas
capacidades de apreensao, de perceber que existe um outro campo, /.../

ficam atrofiadas”.
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Para ndo “perder a riqueza” do que, na matematica, pode se mostrar ao
sujeito, as combinacdes de linguagens pode ser uma opgao.

Ou seja, a0 nomearmos a categoria da linguagem, pensamos no dizer que
pro-pée de que nos fala Heidegger. Ao analisa-la, ouvimos, nos dizeres dos
sujeitos, relatos de situagdes que nos remeteram a linguagem falada e falante de
Merleau-Ponty. Percebemos a importancia dessa valorizacdo no trabalho de sala
de aula, onde o dizer do aluno é um pro-por do que para ele faz sentido. A
categoria da linguagem nos envia para um pensar mais voltado as idéias da
comunicacao e da expressao e nos permite compreender que, tanto na sala de
aula, como na producao matematica, ha modos diferentes de o sujeito perceber as
relacdes e, portanto, tem que haver modos diferentes de ele poder comunicar o
percebido, compreendido e interpretado na sua vivéncia nas situacoes
matematicas. Nos dizeres de Saraiva € preciso que se

“devolvam ao raciocinio visual um estatuto de acordo com a
sua importancia de modo que seja conseguido o equilibrio
desejado: o da integracdo dos pensamentos visual, verbal e
algébrico”. (Saraiva, 1992, p. 05).

Finalizamos a andlise desta categoria abrindo possibilidades outras de

compreensao da expressao matematica ou insinuando que se

nao se pode conceber uma expressao definitiva /.../ pois
assim que a fala se apropria dela, assim que esta se torna
viva, a lingua /.../ torna-se irregular e enche-se de
excecodes. /.../ As linguas sdo avidas de mudancas. /.../ E
preciso que haja um fundo nao-tético da lingua em seu
estado imediatamente anterior, que acaso e razdo se unam”.
(Merleau-Ponty, 2002a, p 58).

E preciso que o falar seja um momento tao importante quanto o ouvir. Este

é o desafio da tarefa de ensinar matemdtica.
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Capitulo VI. Consideracoes finais

Mondrian - Arvore Cinza

... diante de numerosas arvores, ndo vemos a floresta. /.../ em relacao
as arvores singulares e a sua aglomeracao, a floresta € algo diverso. Por
conseguinte, ela nao € apenas o que acrescentamos conceitualmente e
de maneira arbitraria a soma das arvores supostamente dada sozinha:
ela nado é apenas quantitativamente mais do que uma aglomeracao de
muitas arvores. Este algo diverso ... € aquilo a partir do que as muitas
arvores se mostram como pertencentes a uma floresta” (Martin
Heidegger, 2003).
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Capitulo VI. Consideracoes finais

6.1. Uma Sintese de Transicao: esbocando o inicio da finalizacao.

Entendemos que a analise dos dados da pesquisa, a interpretacao das
Categorias Abertas que construimos, € um momento importante na pesquisa. Ele
abre para o significado fenomenolégico do que é investigado: os diagramas no
ensino e na produc¢do de matemdtica. As Categorias Abertas iluminam a regiao
de inquérito na qual a interrogacao se situa e possibilitam, ao pesquisador, acdes
comprometidas, para que a meta-compreensio*® seja possivel & medida que nos
envolvemos tanto com a pratica pedagodgica quanto com a pratica da producao
matematica. Ouvimos o0s autores com o0s quais dialogamos e 0s sujeitos
entrevistados que se puseram a pensar sobre os diagramas e, na andlise das
Categorias, pensamos sobre esse pensar.

Buscamos, agora, construir uma Sintese de Transicdo, uma sintese do
compreendido e interpretado, expondo nossa meta-compreensdao acerca dos
significados epistemolégicos dos diagramas no ensino e na producdo do
conhecimento matemdtico. Procuraremos articular nosso discurso para “libertar”
o sentido do que foi compreendido e interpretado no movimento da pesquisa. Essa
libertacdo vai se tornando possivel, segundo nosso entender, a medida que o
nosso discurso vai tomando posse da teoria que situou o inicio do nosso trabalho,
que vai se pautando no ouvir atento das falas dos sujeitos entrevistados e no
pensar, do investigador, que vai tomando corpo e se articulando.

O sentido intuido que dirige todo o caminhar do pesquisador é o que vai se
iluminando e nos tornando, cada vez mais, atentos a experiéncia vivida. Nao

somos capazes de apresentar uma conclusao, pois o caminho vai se construindo

“Estamos usando aqui o termo meta-compreensdo tal qual Husserl o utiliza como cogito, cogitatum, ou seja,
pensar o pensado.
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na caminhada e sempre ha o que caminhar. Por isso, o que pretendemos, neste
final de redacao, é expor a sintese (transitéria) do compreendido. Um modo de,

valendo-nos da linguagem, procurar fazer com ela seja expressao.

6.2. Analisando a significacao do tema investigado

Interrogando o significado epistemoldgico dos diagramas no ensino de
matemdtica e na producdo do conhecimento matemdtico, a natureza do
perguntar pelo que investigamos exigiu-nos, de inicio, olhar em duas direcoes:

- uma, que aponta para o modo como os diagramas sao significativos para
0 matematico na sua producao de conhecimento,

- outra, que aponta para o modo como os diagramas sao significativos para

0 ensino de matematica.

Em ambas direcbes, a literatura nos aponta modos de os diagramas
significarem. Investigando diferentes épocas e culturas, vemos como o0s
diagramas sao tidos desde simples recursos visuais até fontes de inspiracao e
recurso matematico.

Mas o que, afinal, intencionamos nesta investigacao?

Nossa intencédo se dirige para compreender a forma como o matematico
lida com a produc¢do matematica e qual o recurso visual que utiliza. A partir disso,
intencionamos visualizar modos possiveis de trabalharmos pedagogicamente com
a produgcao matematica.

O foco na sala de aula tem origem na experiéncia vivida como professora
de geometria no curso de Licenciatura em Matematica. Até o inicio da
investigagdo, as leituras que tinhamos sobre o tema variavam entre as que
defendiam entusiasticamente o uso de imagens para a compreensao geométrica
do aluno até os que declaravam que o professor, ao usar recursos intuitivos, nao
conduzia seus alunos ao raciocinio argumentativo e, dificilmente, os capacitariam

a desenvolver ou mesmo acompanhar uma demonstracao formal construida para
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um teorema da matematica. Alguns autores argumentam que, ao serem usados
diagramas, o professor leva seus alunos a um tipo de crenca que pode se
transformar em convicgdo absoluta e fazé-los compreender que esse tipo de
verificacdo ndo é uma prova, torna-se uma tarefa extremamente dificil. Esse era
um argumento que nos emudecia. Sentimos o impeto de nos langarmos a outras
leituras e intencionamos a investigagao.

Os primeiros contatos com as “demonstracées visuais” ou
“demonstracées sem palavras” a que tivemos acesso na leitura de Brown (1999)
nos fazia muito sentido. Um filésofo da matematica nos trazia exemplos que ele
dizia terem papel crucial no processo de inferéncia. Isso despertou nossa
curiosidade e interesse e fez com que buscassemos compreender melhor do que
se falava ao mencionar tais demonstragdes.

Para nos situarmos nessa argumentacdo, vamos considerar um de seus
exemplos. Brown apresenta o teorema>’, sua prova usando uma figura e a prova
tradicional para que possamos fazer o contraste.

. .. 1 1 1 1 .
Teorema: Seja a série St7te”t o Mostre que a sua soma é 1.

Prova:

1/8

112

1/4

Na sequéncia, o autor nos diz que “para o contraste, aqui esta uma prova
padrao usando a técnica do € - &”. E segue:

Prova (tradicional): primeiro n6s notamos que uma série infinita converge
para a soma S se a seqliéncia de somas parciais (S,) converge para S. Neste

caso, a seqUéncia da soma parcial é:

%% Fazemos, aqui, uma adaptacio do texto original que estd em inglés e pode ser encontrado em Brown (1999,
p. 35-6).
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§,=—+
2 4
1 1 1
§;=—+—+—
2 4 8
1 1 1 1
L =—+t—+—+..+
2 4 8 2"

Organizando uma sequéncia com os valores das somas parciais, teremos:
2" -1

geee

2)1

Esta sequéncia é infinita e tem limite 1, contanto que para um ndmero € > 0,

suficientemente pequeno, haja um numero N(g), tal que se n > N, a diferenca entre

n

o termo geral da sequéncia e 1 € menor que €. Simbolicamente:

n

n

2}1

lim, 2’1_1 =1seVe,AN,n> N —

- 1ll<e

n

Resumindo, temos o que segue:

2 -1,

<&

-1
e |—
‘2"

<e2”>l
£

1
—log,—<n
£

Entdo nés podemos ter: N(g) =log2l
£

n

_1l<e  Eprovamos que a soma da série € 1.

n

donde, n>log, l -
£
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Posteriormente, em Nelsen® (1993), encontramos uma série de outros
exemplos dessa natureza sob o titulo de “Proof without word’ e, com Soro (s/d)
pudemos ver que, embora esse tipo de demonstracao ja fosse de conhecimento
dos pitagéricos, gregos e hindus, a partir dos ultimos 30 anos, re-aparece a
atencao dada ao tema.

Por qual motivo esse tema volta a ser intencionado? Se concordarmos com
o matematico francés Jean Dieudonné que, em 1964, no prélogo do seu livro
“Alegra Linear e Geometria Elementar’, escreve que era preciso libertar os
alunos, o quanto antes, da “camisa de forca das figuras” para que eles
pudessem construir seu raciocinio dedutivo sem apoio da intuicdo, ndo temos uma
resposta adequada para esta questao.

Porém, se ouvirmos de Poincaré que o aspecto visual é importante mesmo
que seja pelo simples fato de estimular o jovem a pensar por si mesmo e passar a
gostar de matematica, ja que o raciocinio com inspiracao na imagem visual pode
ser uma tarefa estimulante, despertamos para outra idéia. Poincaré ainda nos leva
a pensar que o recurso visual € importante ndo s6 para o aluno, mas também para
o professor, ja que ele pode favorecer-lhe um re-viver ou re-lembrar seus
esquemas interiorizados e construidos logicamente.

Freudenthal (1973) afirma que a intuicdo geométrica ou o aspecto visual é
importante na producao do conhecimento matematico e pode precaver-nos contra
os “desvios” realizados nas solugcdes de problemas que sado conduzidas
considerando apenas os enunciados. As figuras, segundo esse autor, iluminam as
idéias e sugerem métodos (caminhos, opcdes) para que se construa uma
validacdo das hipdteses e conjecturas exploradas. Saraiva afirma que “as
ilustracoes ajudam os alunos a organizar informacoes e /.../ contribuem
pra o sucesso da resolucao dos problemas” (Saraiva, 1992, p. 04).

Aqui estd, para nés, a relevancia da investigacao que nos dispusemos a
fazer. Tanto na literatura quanto nas falas dos nossos sujeitos pudemos ver que
os diagramas favorecem um tipo de pensamento que leva o aluno a lidar com

situacées matematica, questionando-as e comunicando suas compreensoes.

>! Inclusive esta soma ele apresenta com o mesmo desenho de Brown no capitulo “Sequences & Series”, sob
o titulo de “Geometric Sums”, p. 118.
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A investigacao do diagrama, seja ele construido com régua e compasso ou com 0
recurso do computador, pode favorecer o estabelecimento de relagdes, o
levantamento de hipoteses e a busca de propriedades que favorecam a
generalizagao.

Um dos nossos sujeitos cita como exemplo as construgbes dos teoremas
do Calculo Diferencial e Integral. Diz que o recurso da informatica leva o sujeito a
investigar, na tela do computador, o comportamento de funcdes, as idéias de
limites, derivadas e integrais. Ao olhar para o diagrama, mesmo que ele retrate
uma situagao particular, um exemplo, o diagrama pode possibilitar a construcéo da
idéia geral a medida que o olhar seja investigativo e inquiridor.

As construcbes da geometria, com os softwares de geometria dinamica,
também ganham a possibilidade de transformacao. O argumento de que as figuras
sao elementos estaticos que ndo sugerem idéias ou nao favorecem a investigacao

€ derrubado se analisamos a possibilidade dos softwares gréficos.

“Cada vez mais o “software” permite que o utilizador manipule

objetos no “écran” envolvendo idéias matematicas como objetos

geométricos (graficos e curvas), icones referentes a objetos
matematicos como grupos, transformacgdes e formulas que, até
entdo, sé poderiam ser utilizados através da matematica formal”
(idem, p. 05).

Duval (1995) nos fala, ainda, da importancia da investigacdo de
figuras. Para esse autor, as figuras ndo sao elementares. Mesmo que seja
uma figura de duas dimensdes, ela comporta uma série de “unidades
figurais>2’ nas quais podem ser decompostas para serem compreendidas e
analisadas. Segundo esse autor um mesmo objeto matematico pode ser
representado por unidades figurais diferentes.

Consideremos um de seus exemplos para analisarmos o que ele diz:

32 Duval nos diz que toda figura possui elementos constitutivos de dois tipos: dimensionais e qualitativos. Os
dimensionais referem-se ao nimero de dimensdes da figura e os qualitativos as variacdes de formas, cores,
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Seja A'B’C’ um triangulo qualquer, :
Sabe-se que A'C’ e AC sao paralelas,
A’B’ e AB sao paralelas,

B C
B’C’ e BC séao paralelas.
Prove que A é ponto médio de B'C’ /\/\ B
CI
A

Esta figura pode ser espontaneamente vista como um pequeno tridngulo

inscrito num grande triangulo ou como uma pavimentacdo de pequenos triangulos
disjuntos. No entanto, para encontrar trés paralelogramos, precisamos fazer uma
reorganizacdo em nosso modo de perceber a figura que faz predominar o
contorno dos tridngulos sobre os dos quadrildteros. E por que ver o
paralelogramo? Ver o paralelogramo pode ser um indicativo para o inicio do que é
requerido. “Isso ndo seria ja sugerido pelo enunciado?” questiona o autor. E
ele mesmo responde: “provavelmente sim, se o leitor for um matematico53”.
Porém essa leitura exige uma combinacdo de dois registros: um olhar para a
figura — que ele denomina de “registro figural’ - e a articulagdo com o que
sugere o enunciado — “registro discursivo’.

Duval afirma que essa coordenacao entre o registro figural e discursivo ndo
existe para a maioria dos alunos em situacdes de aprendizagem ja que envolve
uma “funcdo de tratamento” ou seja, € uma situagcdo que exige uma
transformacao de uma situacao de comunicacao imediata, espontanea (a imagem
da figura) em outra (a linguagem do texto).

Assim, ao finalizarmos nossa pesquisa, podemos dizer que os diagramas
sao significativos em muitos aspectos. Alguns deles tentamos destacar nas
analises das Categorias Abertas. Outros sao perspectivas abertas que merecem
ainda mais estudo e, como estamos no movimento da Sintese de Transicao, nao

esgotamos as possibilidades do tema. Apenas entendemos que ele é de

orientacdo, etc. que influenciam a tarefa visual ou o0 modo como as figuras sdo percebidas. As unidades
figurais s@o esses elementos constitutivos das figuras.
>3(adaptagdo do trecho seguinte) : Naturellement on peut estimer que la seule lecture de I’énoncé devrait
conduire a penser a la fois au mot et a I’objet « parallélogramme », ce qui est la condition pour regarder la
figure de fagon utile. Cela est évident pour un mathématicien. (Duval, 1995, p. 183).
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relevancia para a Educagdao Matematica pois pée em foco o pensar, a linguagem
e a producdo do conhecimento matemdtico. Aventuramo-nos a dizer que,
segundo o que pudemos compreender em nossa investigacao, os diagramas sao
mais do que simples recursos visuais ou representagdes. Eles sdo estimulos ao
fazer matematica. Eles podem conduzir a abertura para a compreensao e
producdo da Matematica. Podem agir como liberadores da disponibilidade para a
compreensao e interpretacdo de conceitos, provas e teorias matematicas.

Os diagramas sao expressoes da linguagem. Logo, estdo no movimento de
organizacao dos dados e na comunicagdao do intuido na evidéncia. Em sua
maioria, os diagramas nao sao de leitura ébvia e evidente e, portanto, requerem
andlise e interpretagdo. Na leitura do diagrama encontra-se a abertura para as
possibilidades de aprender e produzir Matematica.

Os diagramas podem ser vistos de multiplas maneiras e a comunicacao do
percebido pode tanto ampliar o repertério matematico do aluno quanto dar ao
professor um modo de conhecer os recursos matematicos de seus alunos. Ou
seja, a exploracdo visual pode ser elemento de avaliagdo dos conhecimentos
prévios e a construcdo de um diagrama, pelo aluno em situacdées de
aprendizagem, pode expor o conhecimento matematico que ele ja construiu.
Olhar o modo como o diagrama pode ser visto como elemento de avaliagdo do
que foi compreendido em situagdes de aprendizagem é uma das aberturas
possibilitadas por esta investigagao.

Ja no que diz respeito a construcao do conhecimento matematico pelo
matematico, nossa pesquisa indica que os diagramas sao elementos que
favorecem o insight, possibilitam deduzir informacdes, levantar hipéteses, fazer
conjecturas, analisar e testar raciocinios. Auxiliam e estdo presentes no processo
de constru¢do do conhecimento matematico. Os diagramas sao registros préprios
da atividade matematica. Eles organizam a percepcao visual e a préatica do

discurso tedrico. Eles estao presentes na construgdo do pensar.
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6.3. Aceitando um desafio: construindo um diagrama que

expresse a compreensao

A filosofia nao € a passagem de um mundo confuso a um universo
de significacoes fechadas. Ao contrario, ela comeca com a consciéncia
daquilo que corroéi e faz ruir, mas também renova e sublima nossas

significacoes adquiridas. (Merleau-Ponty, 2002).

Nossas significacbes adquiridas foram sendo ampliadas pelos
caminhos abertos em nossa pesquisa. A interrogagdo que motivou o
questionamento e nos fez olhar para os diagramas de modo atento nos faz, neste
momento de andlise, questionar o que na pesquisa foi compreendido. O
movimento da investigacéo, quer seja quando nos envolvemos no didlogo com os
autores aos quais recorremos, quer seja quando procuramos ouvir o dizer dos
sujeitos que entrevistamos, nos levou por caminhos que foram se abrindo a
medida que cada um dos passos era dado. A trilha foi sendo aberta e lancando luz
a caminhada. Organizamos, inicialmente, os quadros com as Unidades de
Significado, buscamos as convergéncias das falas dos sujeitos, vimos nascer as
Categorias Abertas no movimento de interpretagdo. Essa Interpretagcdo do que os
sujeitos dizem do significado dos diagramas, nos permitiu voltar a literatura e ver
intersec¢des multiplas. A via historica e filosofica nos mostrou o0 modo como os
diagramas foram considerados no fluxo do tempo e da cultura, e os sujeitos nos
fizeram ver o modo como, ainda hoje, os diagramas sao significativos na producao
matematica tanto do profissional quanto do aluno. O modo como a compreensao
foi se expondo nos faz ver a possibilidade de aceitar o desafio proposto no Exame
de AQualificacdo deste trabalho: seria possivel construir um diagrama que
trouxesse 0 modo como o pesquisador vé o significado dos diagramas se expondo

na pesquisa?
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Se o diagrama puder ser um modo de expressar a experiéncia vivida na
analise dos dados da pesquisa, no movimento de compreensao do tema
investigado, a resposta é afirmativa. O entrelagar-se das Unidades de Significados
identificadas nas falas dos sujeitos, 0 modo como elas nos remeteram as idéias
gerais e a forma como essas idéias se conectam e se relacionam, nos permite ver
uma rede de significacées. Rede de Significagbes que Bicudo nos traz como a
experiéncia vivida que “ao ser expressa /.../ pode se constituir parte da rede,
deixa a marca do sentido percebido pela pessoa e, ao mesmo tempo, a
marca da histéria e da cultura por meio de sistemas constituidos de
expressao”. (Bicudo, 2000, p. 98).

Fizemos recortes de expressdes convergentes retiradas das falas dos
sujeitos que, em nosso movimento de interpretacdo, tornam-se ndcleos
significativos e, embora se mantendo ligadas a originalidade do dizer do sujeito,

conduzem-nos a normatividade das falas.
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6.3.1. A Rede de Significacoes construida

lorar

generalizar
.o

-#. R T
—escolna l;‘f .
“modo de raty
as situacoes
et
Entendimentc

Busca de soiucoes

Imagem : Piet Mondrian
Macieira
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6.3.2. Expondo o sentido que o diagrama tem para o

pesquisador

A base do nosso diagrama esta a “compreensdo matemdtica’, que é
favorecida pela analise de conjecturas, levantamento de hipdteses e pelo
estabelecimento de relagdo entre os diferentes conteudos matematicos. Esse
movimento de investigacdo da realidade matematica é fundamental para que a
organizacao do conhecimento matematico va se constituindo. Ao buscar
comunicar o0 que, na intuicdo primeira, foi percebido e estd sendo interpretado,
procuram-se modos distintos de expressao. Investigando o diagrama, podemos
considerar exemplos particulares e fazer uma variagcdo nos modos de percebé-lo
e interroga-lo que nos leve a generalizacdo. Nesse caminho, os diagramas
favorecem a construcao das provas rigorosas pela analise da situacao e busca de
uma escrita formal que comunique o compreendido e interpretado. Entre a
exploracao de situacoes, via diagrama, e a construcdo da prova, o caminho nao é
linear, mas os diagramas podem lancar luz ao modo como ele sera aberto. Esse
movimento, que se constitui de um ir e vir constante por entre todos os caminhos
possiveis, vai abrindo a possibilidade da producdo do conhecimento
matemadtico.

Para expor o modo como vimos 0 nascer desse diagrama, a escrita torna-
se linear e ndo expressa o0 movimento que se deu na trama de consideracdes. O
percebido, compreendido e interpretado, na investigacdo, estd além do que
conseguimos expor.

Merleau-Ponty nos diz que ha uma transcendéncia da significagdo em
relacdo a linguagem, ja que a significacdo é da ordem do percebido e, como tal,
esta sempre aberta a novas perspectivas e interpretacdes. Desse modo,
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a expressao jamais é absolutamente expressao, o exprimido
jamais € completamente exprimido; a linguagem é essencial
que a logica de sua construcao jamais seja das que se pode
colocar em conceitos, e a verdade, que jamais seja possuida,
mas apenas transpareca através da logica confusa de um
sistema de expressdo que traz os vestigios de um outro
passado e os germes de um outro futuro. (Merleau-Ponty,
2002a, p. 60).

Isso, no entanto, ndo invalida a expressao, pois € ela mesma que me
permite entrar em outros sistemas de comunicacao e habita-lo.

Buscamos, talvez para encontrar um outro sistema que fale do sentido
percebido no caminho da pesquisa, construir o diagrama sobre uma das imagens
de Piet Mondrian, artista que procura, em sua obra, levar-nos a uma interpretagcao
do que pode ser visto além e aquém do que é mostrado na pintura. E assim que
enfrentamos o desafio: construimos um modo de expressdo que pode se abrir a
interpretacdo de quem deseja ler, de quem procura ver, sob as folhas, a drvore

enraizada na terra, florescendo e dando frutos.

A verdade insere-se na obra. A verdade advém como o combate
entre clareira e oculta¢cdo, na reciprocidade adversa entre
mundo e terra. A verdade quer introduzir-se na obra, como
combate entre mundo e terra. O combate nao deve suprimir-se
num ente produzido expressamente para esse efeito; também
nao deve simplesmente alojar-se nele, deve sim ser aberto
justamente a partir dele. Este ente deve, por isso, ter em si,
os tracos essenciais do combate. No combate, conquista-se a
unidade entre mundo e terra. Na media em que se abre um
mundo, pdoe-se em decisdo para uma humanidade histérica a
vitéria e a derrota, a béncao e a maldicao, a dominacéo e a
servidao. (Heidegger, 1977).
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CALEIDOSCOPIO

Acontece: um
giro
e a forma brilha.

Espelhos do instante
filtram
a ordem pura; cores, forma,
brilho
(e sem nenhuma
palavra).

Acontece: outro
giro
outra forma e o mesmo
brilho.

O espelho dos instantes
fragmentos

estruturados em reflexos
falgidos!

Acontece: novo
giro...

A pintura de Mondrian ndo abriga um ponto central e sua
superficie se repete por meio das linhas que compdem os galhos,
dando-nos, assim, uma paisagem vertiginosa, uma vez que o
olhar “caminha” de uma dire¢do a outra, procurando por algo
que ndo seja tdo desolador quanto o que tem a frente

Alexandre Rodrigues da Costa(UFMG)

O caleidoscopio quebra-se. (FONTELA, 1988:89)
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ANEXOS



TeERMO DE COMPROMISSO ETICO

Este termo de compromisso pretende esclarecer os procedimentos
que envolvem a pesquisa, € a utilizagdo dos dados nela contidos. Tem o
objetivo de deixar o mais transparente possivel a relacao entre os envolvidos
e o tratamento e uso das informacdes que serdo coletadas.

Os dados oriundos das entrevistas realizadas servirdo como material
para a busca da compreensdo do processo de producdo do conhecimento
matematico e a comunicacdo de idéias matematicas em sala de aula, e
serao utilizados na redacdo da tese de doutoramento da aluna Rosa
Monteiro Paulo, desenvolvida junto ao Departamento de Matematica da
Universidade Estadual Paulista “Julio de Mesquita Filho”, em Rio Claro, Sao
Paulo.

O acesso aos registros gravados sera exclusivo da aluna
pesquisadora e de sua orientadora, Profa. Dra. Maria Aparecida Viggiani
Bicudo, que assumem o compromisso de nao divulga-los.

Os regqistros escritos, oriundos das gravacdes, serdo feitos
preservando-se a identidade dos sujeitos, que assim o desejarem, em sigilo
absoluto. Para o tratamento dos dados, na redacéo final do trabalho, serao
utilizados pseuddnimos tais como Sujeito A, Sujeito B, etc. As informacdes
provenientes da andlise dos dados coletados nas entrevistas poderao ser
utilizadas pelos pesquisadores; aluna e orientadora; em publicacdes e
eventos cientificos que tenham por objetivo a divulgacao dos conhecimentos
produzidos na area e estardo disponiveis a todos aqueles que se
interessarem pelas pesquisas em Educacao Matematica ou em outras areas.

Sao Paulo, junho de 2006

Profa. Ms. Rosa Monteiro Paulo Profa. Dra. Maria A. Viggiani Bicudo
Doutoranda Orientadora
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ENTREVISTAS
NA INTEGRA



7.2.1.Entrevista 1. Professor do Departamento de Matematica. Instituto de Matematica e
Estatistica da Universidade de Sao Paulo. USP/SP. Em 26 de outubro de 2005 as 14:00
horas.

Pesquisadora: Em sua opinido, qual o significado dos diagramas (figuras) na produgéo
do conhecimento matematico? E nas atividades de ensino de matematica?

Entrevistado: Primeiro, eu gostaria de falar do ensino de geometria.

A geometria é o protétipo da ciéncia dedutiva. Ela é apresentada para os alunos assim. E
uma teoria onde existem afirmacdes que vocé admite como verdadeira, postulados e
axiomas e a partir deles, usando a légica vocé comega a deduzir os chamados teoremas
daquela teoria. E, como exemplo dessa estrutura toda, o primeiro exemplo que vem é
sempre a geometria. Entdo, é muito forte esse aspecto dedutivo na geometria. E, quando
vocé via por esse lado, sempre se d4 muita énfase ao formalismo da teoria, quer dizer,
até alertam que vocé usar a figura nao faz parte da demonstragéao de um certo fato. Aquilo
serve apenas como um auxilio que esta ali em paralelo. Mas vocé nao pode usar fatos
que estdo sendo induzidos pela figura. Entdo, sempre se enfatiza isso e existem até
exemplos de paradoxos que podem ser construidos onde vocé faz recurso de uma figura
e chega a resultados completamente absurdos. Entdo, tudo isso vem por causa desse
aspecto dedutivo da geometria, até de um ponto de vista histérico isso, desde o tempo de
Euclides, pois ele mesmo ja apresentou assim a geometria. Mas eu acho que, na direcéo
do ensino da geometria, ele é um aspecto importante claro, o aspecto dedutivo, a histéria
esta ai para mostrar isso e a gente ndo vai negar dois mil anos de histéria mas existe um
outro aspecto também que é muito importante no ensino da geometria que € o aspecto
indutivo. E esse que eu acho que é muito pouco explorado pelos nossos textos didaticos,
pelos nossos professores, de um modo geral. O que é que eu quero dizer com isso? E
que, muito mais do que aquela formalizagédo, definicdo, teorema, prova, eu acho as vezes
mais interessante, seria as vezes muito mais proveitoso para o nosso aluno se ele
pudesse ao invés de receber um resultado pronto, ele pudesse chegar aquele resultado.
Ao invés de “vamos provar o teorema do angulo inscrito’, vamos arrumar uma maneira de
o aluno possa conjecturar aquele resultado, ele chegar no resultado. Porque, na
matematica profissional, em geral, se faz assim. A prova € consequéncia de um resultado
que foi especulado, foi testado, usando outros recursos. E, no ensino da geometria, esse
lado, esse aspecto indutivo da geometria eu acho muito pouco explorado. E existem
muitos recursos hoje em dia para vocé fazer isso. A prépria construcdo com régua e

7

compasso é um oOtimo instrumento para vocé explorar esse aspecto. Fazer o aluno
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construir figuras, ou com régua e compasso, ou usando algum software de construcéao
geométrica. Ou seja, hoje, existem muitos instrumentos para o aluno usar esse recurso
para conjecturar resultados. E ai sim, ai a figura entra de uma maneira fundamental, pois
€ 0 aspecto visual. Aquilo assume uma postura muito mais relevante do que quando vocé
faz os aspectos dedutivos da teoria. Entdo, essa € uma primeira coisa que eu queria
destacar que € a falta de importancia que tem-se dado para esse aspecto da geometria.
Pesquisadora: a construgdo?

Entrevistado: E. Nés estamos falando das construgdes, mas, talvez, poderiamos até
inventar outros métodos para se trabalhar com esses aspectos indutivos. A gente sempre
cita as construgdes porque, para o aluno, acho que é o que é mais chamativo. E aquilo
que ele tem a disposicédo dele. E o recurso mais viavel.

Porque também poderiamos pensar em materiais concretos, dobraduras, enfim, existem
outros recursos também para se fazer isso. Entdo isso € com relagdo ao ensino da
matematica. E vocé também me perguntou a respeito do matematico profissional, né?
Como é que ficam os diagramas na produ¢do do conhecimento?

Pesquisadora: Isso, se os diagramas tém alguma relevancia na produgdo do
conhecimento, para o matematico.

Entrevistado: Eu diria que sim, principalmente para a compreensao de resultados
geométricos ainda é fundamental a utilizacdo dos diagramas. Eu me lembro aqui de uma
situagdo que ficou assim extremamente famosa, que é um caso que aconteceu nos anos
80., coisa de 15 ou 20 anos atras. Tem uma teoria em geometria diferencial, chamada
teoria das superficies minimas, e existem, ja eram conhecidos desde o século XIX varios
exemplos de superficies pertencentes a essa classe. O nome minima é, nao sei se vocé
ja ouviu falar, porque elas minimizam a area quando vocé fixa um contorno. Existem até
aqueles experimentos que a gente faz com bolhas de sabdo que vocé mexe uma
estrutura de arame e quando vocé levanta ... E com relagado a essa teoria se conheciam
alguns exemplos, como eu ja falei, desde o século XIX, e se queria, se buscava um
exemplo de uma superficie desse tipo que tivesse uma mesma propriedade que é a que o
catendide tem. O catendide é um exemplo de uma superficie minima bem conhecida e
que tem a propriedade de nao ter auto intersecgdes, e, além disso, tem uma propriedade
topoldgica que é importante para estudo que é uma coisa de curvatura total finita, enfim é
um objeto que mede a area da aplicagdo normal de Gauss. Entdo e se buscava outro
exemplo. Quer dizer, existia um que é o do catendide e se perguntava sera que nao
existem outros? E teve um matematico, inclusive um matematico brasileiro, Celso Costa,

que fez uma tese de doutorado no ITA. Ele ndo estava procurando exatamente esse
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exemplo, ele estava pesquisando outras coisas e apresentou um exemplo de uma
superficie, mediante equacgdes, e vocé sabe que é muito dificil tendo equacdes de
superficies, as vezes, um gréafico, mesmo de uma funcédo de duas variaveis, as vezes,
vocé consegue dar a equacao da funcdo mas o grafico, fazer o desenho torna-se, as
vezes, muito complicado. Nesse exemplo do Celso Costa, o0 que aconteceu foi
exatamente isso. Ele conhecia o desenho, digamos, a superficie tinha assim um certo
miolo que era extremamente complicado e fora desse miolo a superficie tinha assim um
desenho que lembrava muito uma saia de bailarina, entdo essa parte, fora desse miolo,
ele conseguia ver bem. Ele conseguia, a partir das equagodes, fazer inclusive o desenho
na mao, ele até me contou pessoalmente que a primeira vez que ele fez esse desenho ele
estava até num bar e ele fez o desenho num guardanapo, porque ele estava tomando
chope com os amigos € era o papel que ele tinha, ai ele conseguiu. Mas ficou essa
questao da pergunta o que era o miolo. Ai, no dia da defesa da tese, fazia parte da banca
um matematico americano, David Hofmam, que tinha muita familiaridade com o uso de
computador, usar o computador como recurso para obter imagens. Entdo, ele sugeriu ao
Celso Costa que analisasse usando o computador como é que seria o miolo daquela
superficie dele. Mas o Celso, ndo sei porque razao nao se entusiasmou muito com isso e
ele nao foi atras disso. Mas o Hofmam, que era o matematico que estava presente ele
levou adiante o projeto e colocou aquelas equagdes no computador para investigar e,
usando aquele recurso grafico, aquele diagrama, ele comegou ... A principio ele nao
enxergava muita coisa na tela do computador mas, devagarinho, rodando a figura,
colocando ela em outras posicoes, ele comegou a perceber algumas simetrias, parecia
que a figura tinha alguns planos de simetria e, a partir dessas indicacdes que o
computador estava |he dando, ele comegou a tentar mostrar, fazer a conta
algebricamente. E, com o auxilio dessas simetrias, ele foi, aos poucos, reconstruindo o
miolo, aquele miolo que era extremamente complicado, mas, por causa dessas simetrias,
ele foi conseguindo separar pedacinhos e, com isso, se chegou ao primeiro exemplo,
depois de 100 anos, de uma superficie minima que tinha uma propriedade importante.
Essa superficie depois ficou famosa no mundo inteiro, foi capa de revista. Hoje ela é
conhecida como superficie de Costa porque, embora ndo tenha sido ele que viu essa
propriedade, mas foi ele que deu a equacao e ela é reconhecida hoje. Esse € um exemplo
que, veja vocé, se nao fosse o recurso do desenho, ndo se teria chegado nisso até hoje.
Entdo, mesmo na producdo matematica. Pois o Hofmam agiu exatamente como um
matematico profissional. Ele usou o desenho, no caso, ele usou o computador apenas

como um indicativo de uma certa propriedade. O computador mostrou para ele um
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caminho: “olha, talvez, aqui, tenha algo”! A partir dai, com o conhecimento matematico
que ele tinha, ele conseguiu provar. Entao, um dos grandes resultados do século XX, do
final do século XX, foi a obtencdo dessa superficie. E curioso que, depois que
descobriram essa, ai se descobriram muitas outras com aquela propriedade que se
queria. Mas o mérito foi ter descoberto a primeira. Entdo, ao buscar como as figuras, os
diagramas, entram na producao de matematica, sempre me vem a mente esse exemplo.
Pesquisadora: Professor, como vocé vé esse recurso nas geometrias euclidianas, por
exemplo.

Entrevistado: Nos Elementos de Euclides, por exemplo, existem varias passagens que
vocé percebe claramente que Euclides faz recurso aquele diagrama que esta ali presente.
Hoje em dia, numa teoria axiomatica de geometria, da-se importancia a uma relagao entre
pontos que é chamada estar entre, quando um ponto esta entre outros dois. Isso, para
Euclides ndo havia necessidade, de uma formalizagdo maior. Para os gregos,
aparentemente, ndo existia necessidade de se postular informagbes a respeito dessa
situagdo. Parece que deveria ser, mais ou menos, evidente, a partir de um certo desenho
quando um ponto estd entre outros dois. E, a partir dai, ele também usava quando um
ponto estava no interior de um angulo. Aparentemente, a figura era suficientemente
esclarecedora elucidar esse fato. Como diz um ditado ai, o rigor é temporal. Ele depende
daquele instante. Talvez, para os gregos, ndo houvesse a necessidade de um rigor a esse
ponto. Uma coisa que forgou muito essa analise da geometria, essa andlise mais rigorosa
dos fundamentos da geometria, foi quando surgiu a geometria ndo euclidiana. Isso
aconteceu no comeco do século XIX. E, com o surgimento de uma geometria nao
euclidiana, quer dizer, com a possibilidade da existéncia de uma geometria diferente
daquela geometria de Euclides que se julgava como sendo, até aquele instante, a que
dava a descri¢do do mundo fisico que a gente vive, seria a Unica geometria possivel como
apregoava o filésofo Kant. Isso forgou, entdo, uma profunda revisdo nos fundamentos da
geometria e foi ai, a partir desse momento, que se comegou a fazer uma andlise sobre
esses aspectos dos Elementos de Euclides e se percebeu que havia uma porgéo de
hip6teses tacitas que Euclides admitida. Nao sei nem se ele ... talvez ele ndo tivesse
sentido a necessidade de ter feitos aquelas hipéteses . Mas, enfim, foi s6 com a
descoberta das geometrias ndo euclidianas que isso gerou todo um movimento na diregéo
dos fundamentos da geometria e passou pelas teorias de Penao, de Bask Moise Bask
que foi um matematico alemao que primeiro postulou essas propriedades do estar entre e
culminou com o trabalho do Hilbert, quando, em 1889, ele apresentou o famoso texto

Fundamentos da geometria. Ela ficou mais famosa justamente porque, no final do século
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XIX, havia varias teorias axiomaticas para a geometria, mas a do Hilbert foi a que ficou
mais famosa porque foi a que mais se aproximou de Euclides. Ele ndo abriu mao do
espirito euclidiano. Ele tentou preservar ao maximo Euclides e o que ele fez foi ajustar
aquelas hipoteses tacitas que aparecem nos Elementos de Euclides e conseguiu colocar
um sistema de axiomas de modo que cobria todas aquelas hip6teses tacitas feitas pelos
Elementos. A algebra, realmente, ndo precisa desse recurso, mas eu acho também uma
pena. Eu tive uma formacado, os meus cursos de algebra que eu fiz aqui, principalmente
aqui no Instituto de Matematica, eu fiz com o professor Luiz Jacy Monteiro, que € o autor
do livro Elementos de algebra. Aquele livro, que deve ter alguma coisa em torno de 700
paginas, vocé nao encontra uma figura sequer em todo aquele livro. E eu que fui aluno do
Jacy Monteiro em varios cursos, a aula dele seguia exatamente aquele mesmo espirito.
Eu nunca vi o Jacy Monteiro fazer uma figura na lousa, nunca vi. Tanto que, quando eu ja
estava fazendo a poés-graduacdo e eu fui fazer um curso de algebra com um outro
professor; por sinal, vocé conhece, € o César Polcino, era um curso de teoria dos grupos.
Para mim, foi um choque quando, na primeira aula, o Polcino foi a lousa; ele ia comegar o
curso de teoria dos grupos, € ele comega o curso desenhando um quadrado na lousa. Ele
desenhou um quadrado e, a partir do quadrado, ele comegou a desenhar os eixos de
simetria do quadrado. E o que ele queria com aquilo era achar o grupo das simetrias de
um quadrado. Para mim, aquilo foi assim... eu achei que estava fazendo o curso errado
porque nunca eu havia visto alguém fazer uma figura num curso de algebra. Aquilo foi
muito esclarecedor porque o César mostrou pra gente que, embora o curso fosse estudar
uma estrutura bastante algébrica, poderiamos assim mesmo ter como recurso a
geometria. Que aqueles grupos abstratos que ele ia definir, grupos diedrais, grupos
ciclicos diedrais, aqueles teoremas todos nds poderiamos procurar ver algumas
propriedades usando, por exemplo, os poligonos regulares, estudando as simetrias nos
poligonos regulares ou, se vocé quisesse, no espago, partir para os poliedros regulares,
estudar as suas simetrias, entdo foi muito interessante isso. Eu acho isso muito salutar.
Eu vejo com bons olhos quando eu pego um livro de algebra e vejo que ele tem algumas
figuras, alguns diagramas. Acho que isso faz parte também mesmo numa disciplina tao
abstrata. .

E, falando também de textos, estou me recordando de um livro de geometria da Springer,
de um matematico bem conceituado, um livro que se pretende ser de geometria
elementar voltado para o curso superior que discute geometria euclidiana, geometria
hiperbodlica, geometrias arquimedianas. O que acontece quando vocé trabalha com um

corpo que ndo € os numeros reais, sé tem a propriedade arquimediana ... e ai ele
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destaque que ... porque, para vocé fazer construgées com régua e compasso, vocé tendo
uma propriedade tipo arquimediana, ja € suficiente. Porque a propriedade arquimediana
garante que, se vocé tem uma unidade, a partir de uma unidade, vocé consegue atingir
qualquer grandeza. Dados dois numeros, a e b, com a menor que b, existe sempre um
multiplo de a com o qual vocé consegue atingir b. No fundo vocé esta transportando
segmentos, entdo, tem muita coisa que vocé consegue fazer com construgdes somente
com a propriedade arquimediana. Mas o que me chamou a atencdo nesse livro sdo as
figuras. O texto é recheado de figuras. E, mais ainda, foram feitas a mao pelo préprio
autor. Ele fez questao de fazer. Ele ndo permitiu que as figuras fossem feitas usando
recursos computacionais ou recursos graficos. Ele fez questdo ele mesmo de fazer as
figuras do livro dele. E ele diz que ele faz isso propositalmente que, ndo é a mao, ele faz
com régua e compasso e ele justifica, da 14 uma série de alegacdes e ele vai um pouco na
diregéo disso, do papel dos diagramas, pois ele faz questdo de construir, com régua e
compasso, as demonstracdes que ele esta fazendo. E ele faz isso até como um tributo a
Euclides. Ele presta uma homenagem a Euclides e quer preservar um pouco o espirito
dos Elementos de Euclides fazendo, ele mesmo, as constru¢ées. Em um certo momento
ele apresenta a axiomatica do Hilbert, ele tem um primeiro capitulo, introdutério em que,
praticamente ele admite Euclides e faz uma geometria mais informal no sentido de
Euclides. Ele d4 uma série de propriedades da geometria elementar, ele propde
problemas tipo “mostre que” ... mas, tudo isso admitindo que vocé tenha um
conhecimento da escola basica. Ou até mesmo se vocé alguma vez estudou 0s primeiros
livros de Euclides e, num certo momento, ele introduz uma axiomatica e ele escolhe a de
Hilbert. A partir desse momento, ele faz as provas de uma maneira mais formal, mas as
figuras acompanham o texto. Ao longo do texto as figuras fazem parte do
acompanhamento para o entendimento das demonstragbes. Evidentemente, ndo como

parte da prova, mas como parte do entendimento.
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7.2.2. Entrevista 2. Professora do Departamento de Matematica Aplicada. Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica da Universidade Estadual de Campinas
— UNICAMP. Em 03 de novembro de 2005 as 8:00 horas.

Pesquisadora: Em sua opinido, qual o significado dos diagramas (figuras) na produgéo
do conhecimento matematico? E nas atividades de ensino de matematica?

Entrevistada: Sem duvida, os diagramas fazem parte da minha vida. Eu sou bastante
geométrica nas minhas argumentagdes. Entdo, quando eu estou pensando um exemplo,
mesmo minha area de trabalho de utilizagdo, eu gosto de pensar uma situacdo mais
simples possivel, mais baixa possivel, em R em R2 em que eu possa fazer um desenho e
ter um sentimento do que esta acontecendo ali. Nas aulas, eu percebo que é uma
ferramenta muito importante para os alunos de apoio, de ajuda para a compreensao.
Entao os desenhos, as figuras, os diagramas, os graficos, tudo isso faz parte bastante das
minhas aulas, das minhas explicagdes, quer seja no célculo, na geometria analitica. E um
pouco mais dificil na algebra linear, mas, quando é possivel fazer uma interpretacao
geométrica, eu procuro fazer e lancar mao de uma figura, na geometria plana, sem
davida. Entao é um recurso muito usado nas minhas pesquisas e nas minhas aulas.
Pesquisadora: Vocé teria alguma indicacdo de algum trabalho seu publicado para me
indicar onde vocé tenha feito utilizagdo da figura para expor a sua idéia?

Entrevistada: Tenho sim, a gente coroou o trabalho do céalculo com aplicagées no livro - o
livro acabou de sair - € um trabalho conjunto com a Vera Figueiredo e a Margarida e nés
estamos trabalhando com atividades computacionais e projetos no ensino de célculo e
sem duvida o que nés trabalhamos no computador € a visualizagdo. A coisa mais facil que
trabalhamos no computador é a visualizagdo dos graficos, das parametrizagbes, das
curvas, das superficies, os teorema importantes do célculo, teorema de Green, de Gauss,
Stokes na questdo da visualizagdo é um trabalho que mostra bastante nossa trajetéria
nesse percurso do computador no ensino de célculo e como acoplar essas coisas e a
ferramenta visual é muito forte. Mas, mais do que isso, vocé produzir uma figura no
computador, produzir um grafico e produzir e sé, ainda é pouco, vocé tem que tirar o que
vocé puder daquela figura, entdo fazer as perguntas, conseguir responder é mais essa
trajetéria que a gente retrata ai, é a busca do significado daquele diagrama para o aluno.
E a interpretacdo, o que ele pode tirar é a leitura dele. Porque é mais do que
simplesmente enxergar e fazer sentido daquilo.

Pesquisadora: Entdo, para vocé, na sua analise, a figura ajuda nessa leitura?
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Entrevistada: Sim, o fato de ele poder olhar de varias maneiras e extrair dali as
informagdes. Poder pensar o sistema linear como a intersegcdo das retas e a solugéo
Unica aquele ponto ou o gréfico e aquela janela e o que significa pensar se a tua variavel
€, por exemplo, uma porcentagem e vocé esta fazendo em R todo o seu dominio, mas
vocé s quer pensar no intervalo 0, 1 e assim por diante, coisas simples assim, mas como
vocé pode trabalhar.

Num outro curso que eu trabalhei bastante com recurso visual foi desenho geométrico e
geometria plana, porque, é claro, ndo ha duvida, que ai é muito forte. Nesse curso, eu
trabalhei com atividades de laboratério usando o Tabulae, geometria dindmica um
programa da UFRJ. Teve uma atividade muito linda, do teorema de Pitagoras, que nos
trabalhamos com aquelas pranchas do livro “Provas sem palavras”. Eu propus para os
alunos olharem seis pranchas do livro, que estavam demonstrando o teorema de
Pitdgoras com uma figura, e que eles escolhessem uma daquelas para poder trabalhar no
laboratério. Trabalhar com aquela prancha, tentar entender o que aquilo significava,
reproduzir a situagéo da figura e conseguir explicar e depois, no fechamento da atividade,
eu pedi que eles escrevessem uma carta para a tia contando dessa vivéncia com a
prancha, com o teorema de Pitagoras, entendimento e tal. Entdo, eu percebi que essa
combinacao das linguagens, da linguagem computacional, com a visual, a pictérica da
imagem e a linguagem escrita, toda essa combinacao, esse conjunto pode produzir muito
conhecimento sim. Porque, mais do que a figura, pois ela pode falar uma coisa para mim
e outra para vocé, mas, quando nds vamos trocar, escrever e colocar nas nossas
palavras; nés vamos tentar ganhar um compromisso para tentar explicar melhor. Entéo,
essa também é uma vertente que eu venho trabalhando bastante nas minhas aulas, o uso
da linguagem escrita na producao de sentido.

Pesquisadora: Nas suas aulas de desenho geométrico e geometria, vocé também faz as
construgbes com régua e compasso?

Entrevistada: Sim, com régua e compasso e no computador.

Pesquisadora: E, nessa sua experiéncia, vocé sentiu diferenca entre a construcao com
régua e compasso e as constru¢des no computador?

Entrevistada: Nossa; bastante diferenca, e os alunos comentaram sobre isso, de como
eles tinham que pensar de maneira diferente quando eles estdo trabalhando com a
geometria dindmica porque, antes, eles faziam somente um “arquinho” de circunferéncia
para fazer, por exemplo, uma bissetriz. Agora, no computador, ele tem que desenhar a
circunferéncia toda, interpretar a figura, analisar o que ele pode aproveitar, mas - ao

mesmo tempo - 0 que ele ja tem que preparar a mais e como ele ndo pode de jeito
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nenhum roubar. Porque, se ele roubar um pouquinho, ndo ponto o ponto, ali, no lugar
certinho, quando vocé vai mexer, aquilo tudo se desestrutura e, no papel, isso fica um
pouco camuflado porque a sua construcdo é estatica e, mesmo que vocé confira, como
ter certeza de que aquele quadrado que ele fez € mesmo um quadrado? Enquanto que,
na geometria dinamica, vocé arrastou um ponto, pronto, fica tudo perdido. Além disso,
tem também a questado da investigacdo no sentido de que o aluno pode experimentar e
buscar as conclusdes no movimento, entdo, a situagdo dindmica permite que ele faga
conjecturas e verifique se aquela medida é realmente a metade da outra, etc. No papel,
ele fez uma construgédo; s6 tem um teste para fazer. Na geometria dindmica, ele pode
fazer n testes a medida que ele vai movendo e sentido — olha, aqui falhou, pronto, ja ndo
é verdade. Ou, “puxa, esta se mantendo essa propor¢cao; isso deve ser verdade”, entao,
“0 que sera que eu posso usar do que eu tenho para mostrar que, de fato, eu tenho esse
comprimento igual a metade deste”, por exemplo.

Pesquisadora: E como vocé tem percebido a justificativa tedrica deles? Vocé pede isso a
eles? O que eles visualizam na figura, como eles justificam matematicamente?
Entrevistada: Eu peco, sim, porque esse € o fechamento esperado. Nao basta vocé ficar
s6 na exploragéo. Entéo, a idéia é construir uma base, fazer exploragdo, concretizar um
resultado de uma maneira visual, exploratério e, depois, conseguir justificar. Mas isso nao
€ uma passagem facil. O que percebemos é que a visualizagado ajuda, estimula, favorece
para alguns. Outros, que ja tém a mente mais “organizadinha”, eles deslancham muito
bem, mas ndo é uma magica. Além de nao prescindir de ndo deixar o fato de que, s6
porque eu vi na construgdo dinamica, ja esta mostrado, ndo, eu tenho que passar pelas
etapas de justificar os procedimentos sim, mas seria um fechamento. Nas atividades, eu
sempre podia esse fechamento: um pequeno relatério, uma prova, uma construgdo com
régua e compasso a posteriori, alguma maneira dele fechar. Nesse exemplo do teorema
de Pitagoras, eu pedi uma carta. Era uma maneira de amarrar aquilo, de saber se aquilo
trouxe algum beneficio para ele ou que beneficio trouxe? O que ele pode me dizer depois
de ter passado aquela uma hora no laboratério, o que ficou?

Pesquidadora: Vocé trabalha tanto no calculo como na geometria com a importancia da
visualizagao? Ou seja, para vocé, ha espago para as imagens em ambas as disciplinas?
Entevistada: Sim, porém é necessario encarar a figura de modo que vocé possa tirar
proveito dela, mas nao fazer de conta que a figura ja me mostrou tudo. Mas eu percebi
que, nas atividades de laboratério com o Tabulae, por exemplo, muitos alunos falavam,
mas, se eu ja construi, para que eu preciso provar? Entdo, fica essa inquietacdo para

eles. Se ja esta funcionando para todos que eu vejo aqui, ndo muda a propriedade, entao
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€. Entdo, tem esse lado dessa coisa enganosa, mas acho que, na minha experiéncia, por
eu gostar do desenho, porque eu acho que o desenho fala mais do que mil palavras,
entdo, eu tenho essa sensacao e, muitas vezes, eu peco para o aluno fazer um esboco
daquilo que ele esta querendo explicar, mas explicar também. Entdo, olhar a coisa junta,
em paralelo, ndo é sé a figura. A figura pode ser um rabisco, mas, muitas vezes, ele esta
explicando e fala: veja como eu fiz aqui no desenho, ou ele faz um zoom. As leituras do
texto ficam, entdo, muito mais ricas quando vocé vé uma figura. A figura pode ser um
apoio para vocé comegar a se fazer as perguntas e penso que € isso que buscamos a
mais com os alunos quando trabalhamos dessa maneira. Tanto eu como minhas colegas
com quem trabalho, acho que somos muito geométricas. Agora mesmo, estamos
fechando um trabalho de pesquisa de complementaridade em cones e, num primeiro
momento, estavamos falando de cones em Rn, problemas de complementaridade tudo
muito abstrato embora de dimensao finita. Nao estamos nos espacos de Hilbert onde nao
poderiamos enxergar nada, mas mesmo assim, apesar de estarmos pensando em
dimensbdes mais altas, fomos buscar um exemplo em dimensdo 2 onde pudéssemos
enxergar, concretizar e ver o que estava acontecendo para poder ampliar nossa teoria e
isso nos ajudou bastante a ter outras idéias e a interpretar o que estava acontecendo. E é
isso que falamos para os nossos alunos também: pensem num exemplo pequeno. Ele
esta programando um algoritmo e como que isso esta funcionando? Vocé fez um exemplo
pequeno? Vocé olhou como é que estava indo sua sequiéncia, os pontos? Pegou uma
funcédo que vocé ja sabia o que ia acontecer e aconteceu o que vocé esperava? Se nao
funcionou sera que vocé ndo entendeu o algoritmo? E o algoritmo que esta com
problema? E uma coisa da sua programagcao, do entendimento, do problema? Onde é que
esta a falha? Alguma coisa tem que estar seguro nas suas maos para poder analisar as
outras variaveis. Entdo, nesse sentido, eu acho que os diagramas, as figuras, os
desenhos ajudam bastante.

Pesquisadora: Tanto para o aluno interpretar como para vocé na sua producao?.
Entrevistada: E l6gico, sim. Porque, se a gente ndo conseguir falar para uma coisa
pequena em dimensdo 1 ou 2, como é que a gente vai sustentar aquilo para uma
dimensao maior?

Eu acho que é s6 isso. Talvez, vocé tenha visto esse trabalho de geometria na minha
pagina, as atividades, ndo sei se vocé chegou a ver.

Essa particularmente do Teorema de Pitagoras, € a atividade 5, se vocé depois quiser
olhar. Nesse curso, nés tivemos a oportunidade de contar com uma investigadora da

Faculdade de Educacgédo. Ela estava fazendo um trabalho de campo e participou das
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aulas, assistiu as aulas e entrevistou os meninos. Ela estava olhando justamente essa
coisa da linguagem escrita e ela sabia que eu ia fazer essa combinagao no curso porque
conhecia meu estilo, embora ela ndo soubesse que ia ser com geometria. E no HTEM,
aquele coléquio de Histéria e Tecnologia no ensino de Matematica de 2004, no Rio, nos
apresentamos um trabalho juntas sobre essa atividade do Teorema de Pitagoras, as
pranchas e tal. Tem o resumo estendido, acho que sédo 5 ou 6 paginas. Mas eu acho que
ele estd apenas no CD do congresso, mas eu posso te passar se vocé quiser, porque
acho que ele também d& uma idéia dessa combinagcao do escrito, do visual, do
computacional. Porque acho que, se fosse olhar, eu ficaria mesmo nessa linha de
combinar, de tirar um pouco de proveito de tudo um pouco.

Pesquisadora: Tudo bem, professora, muito obrigada.

OBS: Ao final da entrevista, a professora disponibilizou o resumo estendido de seu

trabalho apresentado no coldquio citado.
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7.2.3.Entrevista 3. Professora do Departamento de Matematica Aplicada. Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica da Universidade Estadual de Campinas
— UNICAMP. Em 03 de novembro de 2005 as 8:00 horas.

Pesquisadora: Em sua opinido, qual o significado dos diagramas (figuras) na produgéo
do conhecimento matematico? E nas atividades de ensino de matematica?

Entrevistada: Aqui, na UNICAMP, nés trabalhamos na graduacao e na pds-graduacao.
Atualmente, eu estou aposentada e vou dar geometria analitica, mas como colaboradora.
No6s também temos trabalhado na Teia do Saber e da para sentir o outro lado, pois
trabalhamos com os professores da rede. Eu sou da area de Topologia, que é minha area
de formacao, e figuras...Eu ndo consigo imaginar nada sem figuras. Nada sem uma
imagem, acho que nao tem como, mesmo que nao seja relacionado a geometria. Tem
que ter uma imagem, tudo. Um gréfico, ele ajuda muito a entender alguma coisa. E
geometria, por exemplo, as construcdes geométricas; se vocé tem um exercicio que pede
para construir um tridngulo, conhecidas algumas coisas, o que fazemos? No6s fazemos um
esquema antes. Se nao fizer no papel, com certeza, esta fazendo na cabeca. Quer dizer,
para mim, € assim, eu ndo consigo imaginar de outra forma. Impossivel uma pessoa que
vai construir ndo imaginar alguma coisa, fazer um esboco para, depois, chegar no que
esta sendo pedido. Acho que nds temos isso na cabeca; eu nao consigo imaginar sem
isso. Entao, eu acho muito importante. Penso que a geometria agora ja esta melhorando
porque as pessoas estdo se dedicando mais, procurando conhecer. Mesmo o0s
professores que vém aqui conosco fazer a capacitacdo, eles tém bastante interesse.
Também o que tem ajudado, em minha opinido, sdo os programas de computagao. No
caso da geometria, o Cabri. o Skethpad e outros.

Pesquisadora: E vocé acha que eles ajudam em que aspecto a geometria?
Entrevistada: Na visualizagdo e na prépria construgéo da figura porque, as vezes, vocé
faz uma figura e vocé nao sabe fazé-la muito bem. Vocé faz um rabisco e, as vezes, isso
te engana, vocé acha que € uma coisa e quando vocé vai ver “direitinho” ... Entdo, é muito
importante. Por exemplo, uma demonstragao vocé tenta, pensa uma figura, com aquilo, o
que vai ser a demonstragdo, o que vocé pode tirar dali e dai vocé vai formalizar. Mas é
importante vocé formalizar porque, as vezes, vocé pode estar vendo uma coisa errada,
entdo, tem que tomar cuidado, tudo tem que ser provado, mas, sem a figura, nao tem
condigdes.

Pesquisadora: A sua area é a topologia, nao é? Vocé lecionava alguma disciplina ligada
a topologia?
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Entrevistada: Sim, na graduacao, tem espagos métricos que sao topologia mas ja uma
generalizacao e no mestrado topologia geral, topologia diferencial, introducao a topologia
diferencial, essas disciplinas, variedades diferenciais, também. Porque, aqui, n6s damos
aulas na graduacgao e na pos, embora nés tenhamos nossa area de pesquisa, Como no
meu caso é topologia algébrica, mas, fora isso, para dar aula, vocé trabalha com qualquer
disciplina e em qualquer curso, para as engenharias, para a licenciatura noturna e diurna.
Pesquisadora: E, na sua area de pesquisa, topologia algébrica, na sua producédo, de
alguma forma vocé utiliza figuras, diagramas ...

Entrevistada: Diagramas, ndo... E claro, quando a gente est4d pensando, vocé usa
tabelas, “desenhinhos” e tudo, mas ai, quando vocé vai redigir, vocé tira isso. Até alguma
coisa que vocé montou, desenvolveu através de um célculo, de um monte de dados, ai
vocé percebe uma generalizagdo e vocé vai, escreve a generalizagao, e ndo coloca tudo
aquilo, mas tudo aquilo foi importante para vocé chegar ao resultado final. Entdo, vocé
nao coloca no artigo essa parte e até a gente guarda porque, de repente, a gente precisa
mais daquilo do que do artigo escrito no final. Fora isso, o que eu tenho feito € nos mini
cursos, voltando agora para o ensino, onde temos procurado fazer coisas com muitas
figuras, Uma coisa bem simples que a gente fez foi um quebra-cabeca para a Revista do
Professor de Matemética, ai sim, vocé pde a figura, mas, nos artigos, ndo tem nem as
tabelas que foram feitas para se chegar aquilo.

Pesquisadora: Mas para vocé chegar aquilo ...

Entrevistada: Sim, para se chegar é preciso esquemas, figuras.

Pesquisadora: Que nivel de importancia isso tem para vocé?

Entrevistada: Bom... sem aquilo, eu néo ia conseguir chegar ao resultado, descobrir isso.
Eu ndo. Pode até ser que tenha quem consiga, mas eu, ndo, sem 0s esquemas, eu nao
conseguiria e, as vezes, com 0s esquemas é mais facil para vocé passar para outras
pessoas, também, se vocé quiser. Isso falando de esquemas, nao de tabelas. Mas vocé
me fez lembrar uma vez que eu tinha uma aluna de iniciagéo cientifica que teria que fazer
uma apresentagao de trabalhos. Cada um teria, assim, dez minutos. Era uma semana de
Iniciacao Cientifica. Um congresso. Agora, nem é feito mais oralmente, é feito em forma
de Péster, todos no Ginasio e o expositor fica |4 para esclarecer alguma coisa. Mas, na
época, era assim: eram marcados dez minutos e cada um fazia sua apresentagao. Tinha
um pessoal que era escolhido para analisar a apresentagdo e, depois, escolhia-se 0
primeiro, segundo e terceiro lugares. Eu lembro que, a aluna ia ter, por exemplo, no meio
da semana a apresentacao. Entdo, n6s marcamos na sexta feira para a aluna mostrar o

que ela ia apresentar nesses dez minutos. Na sexta feira, |a pelo final da tarde, ela me
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apresentou e eu disse: ainda nao esta bom. Eu sabia que nao estava bom para
apresentar, porque eu acho que, para apresentar, tem que estar assim numa forma
gostosa, mas eu nao dei uma sugestdo para ela. Porque, sabe quando vocé sabe que
nao esta bom, mas, na hora, também vocé ndo tem uma idéia de como fazer? Ai eu fiquei
preocupada. Eu sei que pensei no final de semana para poder falar para ela no comeco
da semana. Dai, eu lembro que, na segunda feira, quando eu ia chegando la embaixo,
depois que terminou a aula, ela veio toda sorridente pro meu lado e disse: ah, eu tive uma
idéia para fazer aqui que vai ficar étimo. Ai, ela fez, apresentou e foi muito bem. Ela fez
tudo na forma de esquema. E ela me disse que teve a idéia assistindo uma aula que nao
tinha nada a ver com aquilo. Entédo, ela organizou um esquema e conseguiu uma maneira
bem objetiva de colocar na transparéncia e aquilo ficou étimo. E eu lembro que, como
tinha que escolher primeiro, segundo, terceiro lugar, ela pegou o terceiro lugar. E foi muito
bom porque ela é que ficou pensando e conseguiu ver. Mas, o importante é que ela fez
em cima de alguma coisa que, aparentemente, nao tinha nada a ver e ficou 6tima a forma
de apresentar. Ela inseriu umas figuras, fez uma apresentagcdo bem visual, era um
assunto bem tedrico, e ela conseguiu passar aquilo nos dez minutos de uma forma muito
boa. Entdo, vocé vé, sdo os esquemas. Eu acho que, em tudo, 0os esquemas sao
importantes.

E, também, geometria sem figuras, eu acho que, agora, voltando, ndo tem nem
como. Embora sempre temos que provar para nao cair naquelas falacias, por exemplo,
aquele caso de recorte de um quadrado que vira um retangulo e a area fica diferente, da
64 € igual a 67 (acho que € isso!) isso foi colocado na Internet e vai para todo mundo.
Uma vez alguém me perguntou isso, e alguém que ndo tinha nada a ver com matematica.
Até nos fizemos isso num dos cursos da Teia do Saber do ano passado e a justificativa
precisa de um pouco de conta, ndo da para confiar s6 no visual sendo vocé acha que &,
mas nao é. A figura ndo serve como demonstragao. Ela serve para ver de onde surgiu a
idéia, nesse aspecto, € muito importante. Mesmo na histéria, muita coisa surgiu dessa
forma, vocé parte do concreto, de uma figura e, depois, tenta formalizar. Muita coisa veio
da pratica, no desenvolvimento inicial da geometria. Ninguém lancou na forma de
equagoes, ja tudo pronto. Veio passo a passo até chegar num nivel formalizado. Por isso,
que eu acho importante quando vocé vai dar aula, mostrar, desde o comego, que € isso ai
que foi o principio de todos os passos, ver na pratica, o visual, o concreto, para
desenvolver um raciocinio e chegar aonde precisa. Eu acho que o aluno também tem que
percorrer um caminho, claro que nao pode demorar séculos, mas deve ser de forma que

também passe por esses passos.
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Mesmo o matematico. E uma coisa que ele ndo abandona mais. Ele sempre vai
buscar 14 para poder chegar ao objetivo final, ele vai buscar |4 na figura, no concreto,
sempre toma algumas coisas assim, por mais abstrata que seja a teoria que vocé esta
desenvolvendo, sempre existe alguma “coisinha”, um exemplo simples que, quando vocé
vai tentar provar qualquer coisa, o caminho é esse, se vocé vai tentar fazer alguma coisa
nova, de vocé pegar exemplos e exemplos simples para vocé ver, ou, seja no caso de
figuras ou na parte de nimeros, vocé vai pegar exemplos simples.. Na geometria, mesmo
se é uma coisa mais complicada, vocé pega exemplos simples, coisas palpaveis, para,
depois, ir para o mais abstrato e verificar se aquilo vale em geral. Mas sempre vocé
precisa por o pé no chao, primeiro. Esta valendo aquilo. E claro que vocé ndo pode parar
ali, vocé tem que ir caminhando, mas vocé vai buscar a idéia 1a no inicio, vai fazendo
varios casos para, depois, chegar a um produto final que € uma coisa ja geral mesmo,
onde vocé nao coloca todos os casos usados porque foram casos particulares que foram
estudados para perceber que vale o geral. Se, de repente, vocé encontra algum caso que
ja néo vale, vocé muda sua idéia.

E isso, ndo sei se tem mais alguma coisa que vocé deseja saber?

Pesquisadora: Nao, é isso mesmo. Meu interesse é saber se, para 0 matematico, na sua
producdo, pesquisa, se o solo ainda pode ser uma figura, um diagrama. Se isso para ele
tem algum significado.

Entrevistada: Eu acho que sim. As vezes, mesmo que vocé ndo faca a figura no papel,
ela esta ali, na tua cabeca. Vocé a imagina. E, no ensino, eu acho fundamental vocé usar
a figura. Em geometria mesmo, ndo tem como prescindir da figura. Mesmo nos cursos de
geometria que temos dado, inclusive, para professores, percebemos que é bastante
importante isso. Muitos professores nao tiveram geometria e eles agora tém dificuldade e
precisam de uma sugestdo para visualizar as coisas, especialmente na geometria
espacial. E valido até mesmo usar os sélidos concretos (objetos). E claro que, num certo
momento, € bom que vocé se afaste das figuras... assim... ndo da figura, porque eu acho
que, na cabeca da gente, ela nunca sai. Afaste-se de fazé-la no papel, afaste-se de nao

precisar de um modelo concreto, palpavel, manipulavel.
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7.2.4. Entrevista 4. Professor do Departamento de Matematica da Universidade de Sao
Paulo — USP/SP. Em 22 de dezembro de 2005 as 8:00 horas.

Pesquisadora: Em sua opinido, qual o significado dos diagramas (figuras) na produgéo
do conhecimento matematico? E nas atividades de ensino de matematica?

Entrevistado: No que diz respeito ao ensino, eu acredito que isso pode fazer com que o
individuo acabe se dando conta de uma trama de articulacoes, de elementos combinados
que nao é trivial e que pode servir para melhorar o seu préprio entendimento do que esta
envolvido naquela apreensao que parece ser instantanea e imediata. Ela é instantanea
para a prépria acepgao, para a sua percepgao da sua propria percepcao. Quer dizer,
como vocé se percebe percebendo as coisas. Diz-se, ah é instantaneo; eu vejo e é ébvio,
€ evidente. Bom, se existe uma certa evidéncia para certas coisas que vocé pode passar
para outras, tem suas vantagens e tem que se valer dessas vantagens, mas tomar isso
como trivial e como algo que ndo seja merecedor de andlise, de aten¢do, como se nao
tivesse elementos dentro disso, como se ja fosse elementar, nao tivesse uma série de
elementos que sado protagonistas de uma sustentacdo disso que, aparentemente, é
imediato, ai é falta de percepcao. Falta de auto percepcdo, de auto observacao e de
observacao dos outros também, e que tem seu prejuizo, porque se fosse s6 uma falta,
algo como: “deixa, eu quero usar apenas minhas percepg¢oes, minha capacidade de
constatar certas evidéncias do ponto de vista geométrico, porque ocorrem externamente,
no mundo material e que eu transfiro para a imaginagao e que ja uso como apoio para
outras elaboracdes que ndo sao tao imediatas. Eu quero usar e s6” — Ok, porque, ai, vocé
nao pode querer impor nada para que alguém se detenha nisso, mas é uma perda de
oportunidade rica de possibilidades para re-qualificar tudo o que vem em seguida. Porque
a primeira coisa € a relagéo entre nimeros e formas. Os numeros nao estdo nas formas,
quer dizer, quando eu adiciono dois segmentos, ou duplico, ou triplico segmentos, fago
um ndmero inteiro de vezes um segmento, existe uma operagao de natureza geométrica
que é de translagdo, para comecar. E uma re-plicacdo, ou seja, uma reiteracao da
aplicagdo da mesma operagdo. Essa aplicagdo de um certo niumero de vezes € na
operacdo. Ela ndo esta no segmento. E numa relacdo... quer dizer, um segmento e seu
transladado estdo relacionados por uma translagdo, por uma certa operacdo ou uma
funcdo, uma correspondéncia entre pontos. E é a reiteracdo dessa correspondéncia,
dessa transformacao, como quer que se chame, é que vai gerando outras configuragdes,
repeticoes de um segmento. Mas esse padrao basico de reiterar uma certa operacao

serve de apoio a muitos outros objetos e ndo somente a numeros. Ou seja, é um padrao
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basico que é partilhado por varios campos e nao sé pela geometria. Na geometria, ele da
dividendos especiais, quer dizer, existe uma intimidade, um certo conjunto de relagbes
entre os entes geométricos, que a mediacao dos numeros € extremamente fértil. Entao,
traduzir as relagcbes geométricas em termos dos numeros, por exemplo, no caso das
proporcdes, traz muitos dividendos, muitos ganhos, muitos fatores favoraveis para
expandir o alcance das expressdes das relacoes geométricas que, as vezes, pode ser
feita com vantagens com o uso dos numeros. Mas reduzir tudo precocemente a relagoes
entre nUmeros é perder uma riqueza, tanto da propria geometria, porque eu acho que
vocé muda de campo cognitivo, vocé tenta reduzir um campo a outro, e isso ja é uma
perda, e se afasta da maturagdo, da expansédo, do desenvolvimento daquele campo
propriamente geométrico. Entdo tudo se traduz em numeros e ai acaba-se constatando
que, quando se ensina, inclusive quando se conversa com colegas profissionalmente ja
estabelecidos, consagrados, chamados ge6metras, muitas vezes eles tém determinadas
capacidades de apreensao, até de perceber que existe um outro campo, que nao esta
totalmente incorporado, reduzido ao campo algébrico, ao campo analitico e que essas
capacidades, por ndo estarem sendo ativadas, ficaram atrofiadas como qualquer
capacidade orgéanica, anatémica, ou de varias outras naturezas, acabam atrofiando se
elas ndo sdo exercitadas. Acabam encolhendo, se reduzindo. Tratar disso assim da um
certo trabalho, mas tudo da trabalho, porém a recompensa supera em muito o
investimento. Ou seja, o beneficio em relacao ao custo é muito grande e, dai, novamente,
nao é s6 uma questao de reduzir ao aspecto quantitativo, € o aspecto de multiplicar
conexdes, diversificar possibilidades de transferéncia, de pontes entre campos diversos e
ganhar mais entendimento de cada um a partir das relacbes com os outros.
Aparentemente, é comum a qualquer campo de entendimento, mas € interessante ver
como € que, especificamente, isso pode ocorrer, se tem possibilidade e, se comegarmos
desde uma idade bem tenra, tem-se tempo de sobra, podem-se promover experiéncias,
constatagdes, incentivar a expressao de opinides a respeito do que se esta observando.
As criangas, os adolescentes e mesmo os adultos, as vezes, precisam ser resgatados
daquele deserto cognitivo onde estdo sem &gua, definhando, vivendo de pedras e
gafanhotos. Entdo, vamos diversificar a dieta dos praticantes de matematica, pode ser
dos profissionais pode ser - como se diz hoje em dia - do cidad&o, ator dentro de uma
regéncia constitucional que tem direitos e deveres e estd sempre desatendido dentro de
seus direitos basicos de ter acesso a possibilidades que nao violam em nada o acordo
comum da convivéncia em sociedade, muito pelo contrario, s6 teria a enriquecer, mas

isso, em nada, é incentivado, praticado. Tem muitas palavras bonitas nos PCNs, mas
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entre as palavras bonitas e as praticas, tem uma distancia muito grande. Isso ndo quer
dizer que, se fosse investir, isso seria dificil. Deve-se comecar dos elementos mais
basicos. Nao adianta comecgar de um ponto onde ja se tem maus habitos, marcados, e ir
condicionado até a forma de acionar as cognicdes, as relagcdes, o entendimento, as
praticas que ja estdo marcadas por um certo mau habito e o foco direcionado para
determinados aspectos que excluem outros. Toda vez que esses assuntos, supostamente
do campo geométrico ou das relagdes entre geometria e algebra, aritmética, analise,
topologia, forem cogitados, eles vao ja vir dentro daquele molde restritivo e estanque.
Quer dizer, ndo se ganha s6 na inteligibilidade e na riqueza. Ganha-se, também, nos
aspectos matematicos. Ganha-se nos dois lados, quando vocé enriquece as suas
diversidades de alternativa de entendimento num estado espontaneo, sua imaginagao fica
mais ativada, mas, também, mais amparada tecnicamente. Vocé traduz tecnicamente,
vocé consegue entender melhor como € que as formulagdes técnicas formais tém origem
em cada um desses campos, como € que elas se expressam a partir desses campos e ao
mesmo tempo em que se conecta o técnico com o campo de ocorréncia cognitiva ou 0
momento vivo da apreensado, distinguem-se as duas coisas e se conectam as duas
coisas. Ganha-se de varios lados, pois tem-se um conhecimento de onde teria vindo e
pode se levantar questdes que sdo pertinentes ao campo de apreensado, pertinente ao
campo técnico, pertinente as conexdes e nao fazer uma confusdo total. Por exemplo,
quando se diz, “ah isso € evidente”! Pode ser evidente do ponto de vista da apreensao, a
partir do aparelhamento cognitivo dado neste estagio de evolugcao bioldgica, social e
cultura. Mas e dai? Tudo acabou por ai e ja se passa para frente? Como que isso se
transfere, como isso esta incorporado? As vezes nem esta muito claro como é que dentro
dos axiomas, dos pressupostos, do arranjo tedrico, isso esta representado la. Quer dizer,
0 que é tomado como evidente ja se passa por cima e, com isso, se acaba empobrecendo
0 que vem depois. As pessoas acabam aprendendo até coisas muito sofisticadas, quer
dizer, que vai para o campo profissional, ndo o estudante em geral, mas mesmo os que
praticam o ensino, e depois acabam sendo prejudicados. Ficam limitados por saber se
mover somente dentro de determinadas camisas de for¢a que, por mais que se paregam
cheias de espago para se mexer, sdo camisas de forga. Depois se tenta vender essa...,
nao talvez como uma entonagdo sadica assim - “bom, ja que eu sofro com isso, vou
querer que os outros sofram e eu vou ter, pelo menos, o gosto sadico de que os outros
vao sofrer como eu sofri” - mas, porque eu acho que é até natural, mesmo. Se for
questionada, a pessoa ird dizer: “bom, tem alguma coisa de errado com isso? Nao foi

assim que eu aprendi? Eu estou tentando fazer o meu melhor, ndo estou fazendo
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descuidadamente, estou até seguindo preceitos, ordem, adoto uma fonte bibliogréafica ou,
pelo menos, o arranjo que eu apresento esta apoiado num certo conjunto de fontes
confiaveis, tem comeco, meio e fim”. Mas esta empobrecido, desidratado, ressequido,
meio definhado. Falta aquela riqueza mais organica no sentido de que se pode traduzir,
inclusive, em termos técnicos. Falta a discussao fenomenoldgica, cognitiva, inclusive
tecnicamente. Vocé pode comecar falando mais livremente para tentar apreender como é
que as coisas acontecem. Por exemplo, quando eu comecei a estudar algebra linear.
Algebra linear, digamos, pela simplicidade da aparéncia, da forma aparente, fica mais f4cil
saber do que esta se falando, pelo menos o objeto apresentado diante de si. Quer dizer,
quais sao as regras e tal. Nao ficam coisas incertas, pressupostas. Os dados estao ali.
Toda a riqgueza de semantica, de possibilidades, aplicagdes, sao refor¢cos. Nao é evidente
de imediato de quantas formas ela pode se desdobrar em termos interpretativos. Em
geral, os textos tém um certo repertério de equagdes diferenciais, sistemas algébricos,
algumas aplicagbes da geometria. Quando eu vi isso, fiquei contente porque eu nunca
tinha visto uma geometria apresentada de modo que partisse das relagdes geométricas.
Entdo, ela se re-construiu dentro de um cenario algébrico. Entéo, eu fiquei contente num
primeiro momento porque as outras constru¢des ficavam sempre incertas em relacdo ao
que faltaria para completar de modo claro a estrutura l6gica. Nao apenas do ponto de
vista da exigéncia légica, mas do ponto de vista de conciliar a l6gica com aquilo que seria
o0 objeto intencional, foco de estudo. Quer dizer, os entes geométricos tém certas
caracteristicas e eu quero reconstrui-los numa formulagdo em que atendam a requisitos
l6gicos, mas que continuem bem representados do ponto de vista geométrico.Mas como
as apresentacdes de geometria eram mais em cima de evidéncias de figuras, 0 que nao
tem nada de ser contra, mas que nao se deve induzir que aquilo esgota a coisa. E aquilo
que sempre se alerta: “ndo se pode depender da figura para as demonstragbes”, € um
alerta! Nao pode ser levado muito ao pé da letra, como se fosse um pecado olhar para as
figuras”. Pelo contrario, vocé estd sempre se motivando e, mesmo quando se esta
trabalhando numa coisa muito abstrata, topoldgica, em n dimensdes, vocé faz um rabisco,
um esbogo, um rascunho, um apoio sugestivo para acionar alguma conexdo. Ou seja,
vocé esta no campo abstrato, mas, ainda assim, vocé faz figuras que, de algum modo,
representam as relagdes ali, as vezes, nao tao fielmente do ponto de vista figurativo. Mas,
ainda assim, é um acionador cognitivo de relagées, mesmo quando se estd no campo
abstrato. Entao, quando se esta num campo onde as coisas sao dificeis de se distinguir, a
figura que vocé desenha é muito préxima daquela que vocé estd querendo reconstruir

logicamente, ai, fica dificil separar, distinguir. Quer dizer, as apresentacdes da geometria
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as quais eu tinha acesso, normalmente eram enunciados muito simplificados e alguns
procuravam se apoiar na figura. Como se fosse algo do tipo: vocé esta enxergando?
Entdo, é isso. Nao se conseguia distinguir o que deveria ser a reconstrugao légica, a
figura propriamente, e ter um meio de conferir, de examinar se o0 quanto eu tenho ali
apreendido na figura e o que eu quero reconstruir logicamente podem ser conferidos
como sendo objetos de uma operacéao fiel e tal. Nada disso pode ser tematizado dessa
maneira, fica tudo confuso. Quer dizer, se vocé enxerga alguma coisa, entao, vocé ja fica
satisfeito porque vocé se situou. Nao tem nada de mal nisso, mas, assim, num momento
um pouco seguinte, onde se tenta avancar no sentido de tentar distinguir as coisas e ver o
ambito de cada coisa, ai, cabe, sem deixar a figura de lado, pelo contrario, até vocé re-
qualifica melhor porque fica claramente distinguido o que é do campo da apreensao
imediata, que e quais aspectos estdo na reconstru¢do racional, légica e de que modo
vocé pode fazer essa afericdo. Quer dizer, todas essas coisas, eu acho, € um momento
de riqueza. Assim, um entendimento geral, um entendimento de cada campo e é um
enriquecimento de capacidade de inteligibilidade das coisas e do campo préprio de cada
coisa. Vocé nao vai desmerecer nada, nem a figura, nem querer reduzir uma cosia a
outra, nem abandonar alguma porque foi usada como ponto de apoio, de partida. Quer
dizer, se devidamente usada e sabendo o seu status e, depois, em que momento vocé faz
um deslocamento de campo e vé: bom, agora esta entendido isso aqui dentro do objeto
gue seria o objeto de motivacao da construcao racional, entdo, onde que eu encontro isso
la, como é que eu posso distinguir e aferir se tem a conexao que eu estou pretendendo
que tenha? Entdo, eu acho que sdo essas coisas que faltam basicamente. Poderia
detalhar-se mais, dar exemplo, um monte de exemplos onde essas distincbes sao
borradas e sdo obscurecidas em prejuizo da diferenciacdo consciente. Quer dizer,
progressivamente consciente, vocé vai se conscientizando de que vocé tem essas
capacidades distintas, mas que elas estdo todas meio confundidas, superpostas e, se
vocé nao diferencia para depois integrar novamente, num campo maior, vocé perde uma
série de recursos e a prépria riqueza da diversidade que existe potencialmente oferecida,
nao afirmadas de modo taxativo como se devessem ser acreditadas, mas que pode ser,
da mesma forma que vocé observa regularidades e chama a atengdo no mundo
fenoménico, fisico, biolégico, cosmoldgico, qualquer campo de investigagcao cientifica,
com um método cientifico, vocé pode também planejar experimentos ou vivéncias,
aprendizados, compartiihamento de constatagbes desse processo todo, e submeter a
exame se é assim mesmo ou nao é. O que eu tenho experimentado € que isso € uma

oportunidade oferecida naturalmente e é perdida, desfigurada, para usar a palavra mesmo
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que é um pouco da discussao das figuras. Desfigurada! Ela € uma coisa meio
monstruosa, assim como a gente, quando vé alguém meio desfigurado, tem um misto de
medo, repugnancia, talvez se veja - se eu estivesse daquele jeito - mas ninguém se
enxerga muito do ponto de vista cognitivo como alguém que esta desfigurado, ou que esta
com membros, entre aspas, recursos, partes do organismo cognitivo atrofiados. Deveria
dar-se mais atengdo para isso, pois, no meu entender, o que ocorre é tdo ou mais
aterrorizador do que quando enxergamos alguém atrofiado, alguém que é alvo de um
acidente, de uma queimadura grave, qualquer coisa assim bastante horrivel. Quando nao
esta aparente, as pessoas fazem vista grossa como se; ah .. é assim mesmo.. E mais
dificil de perceber quando todo mundo estd convivendo com a mesma coisa. Fica
imperceptivel, quer dizer, vocé tolera. Vocé desenvolve um grau de tolerancia e, dai,
acaba nao percebendo e, se alguém falar, vocé diz:” bom, é verdade, tem alguns
problemas ai, mas, afinal, sdo coisas da vida”. E uma simplificacdo meio exagerada,
acaba sendo simplério e, dai, vai indo para o irresponsavel, para o inconsequente.
Parecem julgamentos morais, mas assim, inconsequentes no sentido de que ndo estao
preocupados com as consequéncias, sendo indiferentes com as consequéncias, mas isso
também tem consequiéncias porque podem ser avaliadas pelos resultados que dao, se
consideramos que é bom ou ndo é. E nocivo. E saudavel ou ndo é saudavel? Promove
talentos? Promove habilidades? Promove desenvolvimentos ou ndo? Nao tem como fugir,
ser absolutamente neutro. Pode-se tentar evitar, em alguma medida, ficar julgando
desnecessariamente em algum momento. Mas, em outro, temos que fazer opcgoes,
principalmente quando tem questdes em jogo que seriam de deixar varias riquezas que
sao feitas naturalmente, com um pequeno esforco em cada momento, mas com uma
visdo global de grande envergadura, mas que, para realizar, precisa de pequenas agoes,
desde que elas tenham uma coeréncia com uma visdo das possibilidades que existem no
grande percurso, é preciso ter uma visao disso ai. Alguma evidéncia também e, se certas
pessoas colocam em duvida isso, elas precisariam, pelo menos, conceber a possibilidade
de experimentar para confirmar ou refutar aquilo que esta sendo afirmado — que existem
as riquezas e que ela ndo custa muito ou, pelo contrario, ndo desenvolver tem um alto
custo. Da mesma forma como, no sentido geral, vocé ndo fazer medicina preventiva...
Quer dizer, se vocé nao toma certos cuidados que seriam simples de fazer em cada
momento, em momentos propicios para se prevenir, para se antecipar aos fatos, para
evitar certos fatos nocivos, depois o custo social, como est4 sendo o descuido com a
alimentacao, descuido com habitos de poluicdo e tudo mais, o custo acumulado para

reverter estd numa escala muito maior do que seria aquele para conseguir, primeiro,
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evitar isso, entao, ja seria evitar um prejuizo grande, e ndo sé evitar esse prejuizo como
se ganharia toda uma riqueza natural, no caso da saude, da prevencao de acidentes, uma
série de coisas de interesse social e do bem comum. A vida ficaria bem melhor e acabaria
desenvolvendo o lado positivo. Nao é sé evitar o negativo, quer dizer, ou vocé ganha
duplamente ou perde duplamente, ou multiplamente. Nao tem meio termo, quer dizer, ndo
se fica no neutro — nem ganhou, nem perdeu. Ou vocé ganha muito ou vocé perde muito.
Quando o prejuizo é instalado, de modo geral, na realidade, ndo s6 discussodes tedricas,
cogitagoes, etc, diante da realidade que esta ai em todos os campos de modo geral. A
educagao é um dos que padece gravemente como outros. A questdo de saude em geral:
salde da educacgao, saude da saude, saude da economia, salde das relagées sociais,
saude da solidariedade, convivéncia e promog¢ao do beneficio mutuo e tudo mais. No caso
da educacdo se configura, praticamente, uma tragédia. Do mesmo modo que tem
desastres naturais devastadores, esse, embora ndo seja natural, € td4o ou mais
devastador, com mais consequiéncias, com mais enraizamentos e com chances de
permanéncia, de permanecer. Ele j4 estd instalado nas estruturas, nas praticas. As
pessoas incorporam as praticas e vao transferindo, vao servindo de exemplos, vao
moldando os préximos segundo suas proprias praticas, seus maus habitos, nocivos, e fica
cada vez mais dificil de modificar se ndo se toma uma atitude em outra dire¢do. Diante do
que esta, qualquer coisa é lucro. Qualquer coisa, porque pior € dificil de ficar. Mas sempre
ha espaco para piorar, mas, se existe alguém que esta propondo alguma coisa, pelo
menos, com aparéncia de viavel; embora muitas coisas sejam embaladas com aparéncia
de viavel e... Como conselhos. Tem conselhos e boas intengbes que podem ser
maravilhosas, mas podem também ter embutida uma armadilha. Mas se, pelo menos, sob
um exame inicial, tem alguma chance de ser amparado por outras evidéncias, por
algumas outras experiéncias, apontar para uma possibilidade de ganho, investindo-se
numa certa diregao, diversa da que esta ai, acho que, pelo menos, deveria tentar-se fazer
algumas experiéncias restritas. Mas nao é sé uma tragédia, uma fatalidade. Mas existe
uma acomodagdo, uma omissdo de responsabilidade, e vai-se caminhando nessa
direcao, isso pode se configurar um crime. Um crime sécio-cultural, politico, no sentido do
bem comum. E um crime. Diz-se: “ah é dificil mudar”. Bom, é tanto mais dificil quanto se
repete cada vez mais que é dificil. Existe um monte de obstéculos, auséncias e limitagoes
de recursos e tudo mais. Porém quando se investe em alguma coisa que € saudavel para
o ser humano, normalmente uma boa parte, nao é so financeira, econémica e de recursos
materiais, porque se multiplica muito rapidamente o retorno quando se investe no ser

humano de um modo mais condizente com a prépria potencialidade da riqueza do ser
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humano. Tem que haver sempre um respaldo material € uma persisténcia na sustentacao
de uma certa opcao, de uma certa determinacao, porque tudo aqui € muito volatil. Uma
hora, € uma coisa, outra hora, € outra e tudo se apresenta como se fosse: agora isso vai
ser uma solucdo. Ou tenta-se ser um pouco mais despojado, ndo se anunciar tanta
ambicdo, mas: “agora isso vai corrigir alguns aspectos desastrosos ou extremamente
regressivos da cultura da educagdo”. E cada hora € uma moda e, na verdade, os
aspectos fundamentais de sustentagdo social da pratica educativa ndo sdo atendidos.
Entdo, ha sempre uma substituicdo, uma descartabilidade de metodologias, de projetos
politicos, culturais e, aparentemente, ficam muito semelhantes aos bens de consumo
descartaveis. Nao muda muito, aparentemente, sdo tratados como se fossem da mesma
categoria. E sao, totalmente diferentes. Bom, isso que eu estou falando ndo é nada de
extraordinario, pois, volta e meia, as pessoas acabam caindo nessa constatagdo, mas
precisaria fazer alguma coisa, pelo menos as classes profissionais que estdo envolvidas
nesse assunto. Elas tém alguma responsabilidade nisso; ndo é s6 a pesquisa, as
constatagdes. Precisa ter aquela serenidade, as vezes, aquele distanciamento critico para
fazer uma analise, um diagnéstico, ndo tdo mergulhado sujeito as intempéries e aos
fatores que nublam um pouco a capacidade de andlise. Mas, de qualquer forma, feito
isso, nés continuamos dentro da sociedade. Continuamos dentro dessa tragédia, dessa
indigéncia cultural, da indigéncia educativa, das instituicbes irresponsaveis. Mas é o
aspecto que é o invélucro de tudo.

Eu gostaria de discutir, talvez em outra oportunidade, mais os elementos que séo foco do
seu trabalho, que é voltar. Eu comecei a falar da geometria, como € que eu aprendia,
como € que eu uso no meu ensino. Como que eu procuro usar, como € que eu estou, no
momento, envolvido intensamente, bem engajado, tentar delimitar melhor isso e traduzir
isso de uma maneira mais efetiva, conseguir simpatizantes ou até oponentes que estejam
dispostos a discutir para aperfeigoar as coisas. Nao simplesmente para descartar e dizer:
“ndo, isso ai é inviavel”, para acabar logo com a discussao. Eu tenho confianga em varios
aspectos das questdes que estou levantando, mas elas ndo sado definitivas nem
exaustivas. Simplesmente, apontam varias possibilidades. Entdo, seria o caso de entrar
nos pormenores para ir examinado e colocando sob testes: planejando experimentos,
didaticas. Nada muito ambicioso, mas conseqliente. Também, sem falsa modéstia com
relacdo aos propositos. Nao tem por que ser modesto, pois a riqueza € natural.
Simplesmente, precisa nao ficar destorcida no sentido de ficar prometendo riquezas
fantasiosas. Partindo de alguns pontos basicos que sdo bastante férteis, os outros vao se
descobrindo e se experimentando praticamente. A préatica e a reflexdo da pratica vao se
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enriquecendo mutuamente e isso vai abrindo novos horizontes. Nao precisa antecipar
tudo porque qualquer tentativa muito ampla de antecipacdo ja esta delimitando
antecipadamente as possibilidades. E tém muitas que sdo, e vao sempre se adentrar
como surpresa, como novidade. Mas existem algumas coisas que precisam ser revistas
mesmo as que sao tomadas como elementares ou simples.Quer dizer, se esta perdendo
a rigueza de coisas que sao tomadas como banais, como sendo desprovidas de riquezas.
Assim como: “ah isso aqui ja é evidente, j4 é elementar, 0 que interessa sao as outras
coisas mais sofisticadas”. Bom, se o fundamental é deixado de lado, eu acho que ai ha
uma certa tacanhice, uma certa grosseria no sentido de percepcao até nas coisas
sofisticadas. Quer dizer, ha uma pseudo-apreensao do que se chamaria de sofisticado,
nos campos mais avangados e tal. Quer dizer, as pessoas dominam tecnicamente uma
certa faixa daquela estrutura complexa, matematica, mas sdo completamente insensiveis
Ou cegas para outros aspectos que estdo naquele campo sofisticado porque elas tém o
dominio técnico daquelas coisas, mas, como, la atras, na base, ela desconsiderou, tomou
como ndo sendo importantes certas coisas que sao extremamente constitutivas do que
veio a ser toda essa formulacao sofisticada da matematica, as vezes embutido de modo
indireto. As pessoas pegam a formulacao ja tratada tecnicamente que, as vezes, é até
necessario para vocé se restringir, ndo da para abranger tudo, abracar tudo, mas, pelo
menos, precisa desconfiar um pouco de que nem tudo estd circunscrito naquela
formulagdo. As vezes, ela atende a um aspecto técnico légico e de dominio técnico que é
necessario para utilizagdo nas pesquisas, mas sao aspectos para se refletir sobre como a
propria pessoa que esta produzindo aquilo, ela ndo ... é ... como sdo solicitadas dela
prépria, como ser cognitivo, uma quantidade muito grande de acdes cognitivas
superpostas, ela propria, naquilo que é eficiente e tem sucesso, ela fica contente e vai
para frente. Ela fica um pouco cega dentro do seu metabolismo cognitivo. Ela n&do se
percebe. Nao se dedica, porque falta tempo ou porque ela esta tendo sucesso, na medida
em que ela tinha expectativa de sucesso, ja esta satisfeita, e deixa de exercer uma
capacidade de reflexdo. Nao é reflexdo racional. E aquela .. com o mesmo grau de
atengao e de cuidado que seria necessario para um pesquisador ... € 0 aspecto de auto-
observagcao. Como Goethe preconizava, Rudolf Steiner ou outros mais ortodoxos, porque
esses sao considerados um pouco extravagantes. As teorias epistemolégicas, as teorias
de conhecimento deles sdo consideradas um pouco extravagantes para o0 gosto
dominante, mas de qualquer maneira; que seja um botanico, ele tem que ficar
observando antes de aderir a uma teoria da moda para, as vezes, ja tirar resultados, para
publicar paper ... e muitas vezes, na pratica, conseguir avancgos, porque ele consegue
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avancos, mas aderindo, muito precocemente a determinados vieses teéricos ja pré-
estabelecidos antes de observar a natureza. Quer dizer, a natureza precisa ser
observada, inclusive a sua propria natureza. Nao adianta ficar somente observando a
natureza externa. A propria observacdo da natureza externa depende da natureza da
capacidade de observacao da natureza externa. Se vocé nao se enxerga observando,
uma parte do que vocé observa estd sendo perdido. Vocé pode ter eficacia pelo
instrumental recebido naturalmente, sem nenhum esforco, ele é acionavel e vocé se vale
dele, mas ndo se detém a observar quais elementos estdo envolvidos, que operagdes,
que deslocamento, as vezes, que saltos mortais sdo dados de um campo para outro com
analogias improvaveis que, as vezes, acabam dando muito resultado, mas, mesmo
quando uma analogia inconsciente € feita, vocé retrospectivamente passa a refletir no
sentido de se observar. Nao é s6 a reflexdo que é critica, analitica, de exame, mas
também uma outra que é mais passiva, contemplativa, de reconstituir de meméria, sem
fazer analise exatamente. E como vocé tentar lembrar o que vocé fez num dia, ou num
periodo do dia. Ah, eu fiz isso, fiz aquilo ... sé vendo acontecer, mas nao analisando, nem
julgando nem classificando ou atribuindo qualificativos, mas simplesmente observando
para ver como é que aconteceu. Ou seja, fenomenologicamente mesmo. Como
aconteceu? Depois, num outro momento, pode ... Bom, se alguém consegue fazer isso ao
mesmo tempo, tanto melhor, mas de modo distinto. Ha a observagéo, ha a analise, a
identificacdo de atributos, mas, antes de qualquer coisa, que transportes, que
associacoes foram feitas de um campo para outro para eu descobrir alguma coisa?

Em certos casos, em certas analogias, certos transportes que tém teor técnico, esse teor
técnico retroage sobre as imagens, quer dizer, eu posso ficar mais livre na associagéao
imaginativa, posso retornar para quais aspectos podem ser transferidos tecnicamente
porque essa rede de transporte, de idas e vindas, ja foi percorrida varias vezes, entao, eu
posso me liberar um pouco mais para ir pensando figuradamente, imaginativamente, de
modo, as vezes, até um pouco difuso porque sao figuras meio abstratas, sdo, digamos,
disposicées de relagbes espaciais de coisas abstratas, de conceitos, mas elas se
dispdem no espaco. Quer dizer, os conceitos - mesmo do ponto de vista légico; ao
apresentarem subordinagées, interdependéncias hierarquicas, dentro da légica, ela se
configura espacialmente - também, num sentido abstrato e que, as vezes, se
reconstroem no sentido geométrico. E, algumas vezes, eu consegui, como no caso do
teorema fundamental da algebra, uma geometrizacdo de uma demonstracdo onde a
geometria se apresentava como diregdo a ser seguida, como percurso para mobilizar os

elementos algébricos que se configuravam em torno desse percurso sugerido
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geometricamente. Ou seja, €, nesse sentido, uma demonstragcdo geométrica. Puramente
geométrica ndo faria nenhum sentido porque o teorema é sobre algebra. Puramente
geométrica significaria sem nenhum elemento algébrico, porque o teorema é sobre uma
estrutura algébrica. Mas, por que o elemento geométrico subjacente, ja existente ali,
permeando a situacao, uma vez que ele foi evidenciado como estruturador condicionante
da situacao, pode ser traduzido numa demonstracdo formal com conteddo geométrico?
Isso s6 para dar um exemplo que ali houve muitos deslocamentos de campo cognitivo
tudo assim, praticamente, instantdneo, tanto mais instantaneo, para a aparéncia da
percepcao e da auto-percepgao, como se fosse instantanea, talvez porque as trilhas ja
tinham sido percorridas muitas vezes entdo o transporte se aparenta instantaneo. Na
verdade, certas horas, eu acabo ficando muito lento. Por mais répido que seja em alguns
momentos, em outros, vocé precisa retomar, desde o inicio, uma certa situagdo. Outro
dia, eu estava pensando sobre reflexées rotatérias ou inversdes rotatérias, quer dizer,
transformagdes geométricas do espago, porque elas podiam ser convertidas uma na
outra? E ai, alguma coisa comecou a nao dar certo. Quando alguma coisa comega nao
dar certo, nao fluir, digamos, o argumento que é formulado logicamente, teoricamente, o
aparato técnico, mas que tem o jargao, a terminologia que reconstréi o intuitivo, digamos,
dentro do técnico, vocé vai argumentando e sé encadeando fatos ja conhecidos que
evocam a coisa geométrica, o campo € geométrico de ilustragdo, mas ele é construido
tecnicamente, algebricamente, tudo mais, mas vocé nomeia as coisas, 0s objetos, a
matéria prima que constitui a estrutura que é propriamente algébrica, mas que vocé quer
construir um cenario geométrico com aquela matéria prima; entdo, vocé vai nomeando
geometricamente as coisas algébricas. Quando se fala o plano cartesiano, etc e tal, mas
nao é o da geometria usual, da geometria original, mas pares de numeros reais, equagdes
que definem retas, quer dizer, vocé chama de reta, etc, e tal, mas, quando vocé ja
demonstrou um certo nUmero de relagbes para aqueles entes com os nomes geométricos,
vocé vai usando cumulativamente aquilo e vocé faz um discurso geométrico. Quando
vocé tenta fazer argumentacdes que pareceriam que iriam fluir de acordo com a
expectativa e comega a enroscar, eu, normalmente, nao fico assim: ah deixa pra |a e tal.
Eu vou até saber o que é que esta acontecendo. Primeiro, assim, o que esta acontecendo
tecnicamente. Na primeira camada, onde é que esta dando pane? Onde € que esta dando
enrosco? E uma falha de modo de combinar, as coisas usualmente combinaveis que se
esperaria que dessem aquele resultado que a gente esta visando ou esta tendo um misto
de problema técnico com cognitivo mesmo? Quer dizer, eu tenho um exemplo, que é esse

que eu mencionei de converter inversdes rotatorias e reflexdes rotatérias na geometria
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espacial, nas isometrias do espaco, eu precisei de novo ficar desenhando planos para ver
onde é que esta falhando o argumento que vocé esperaria que saisse fluentemente?
Como vocé nao esta gravando visualmente ndo vai poder ver o que eu ... 6. Mas isso é
um exemplo e esse aqui é um outro. O que eu fiz estava até repassando essa noite ...
Olha s6 para vocé ver. E uma &lgebra, mas ai € um desenhinho, né? Algebra
topoldgica... Eu quero mostrar o desenho que eu fiz esta noite. Ah, achei, esta aqui, 6. Ta
vendo? Eu fiz contas, mas, num primeiro momento, elas precisavam de bastante atencao
para firmar a correspondéncia das contas e as configuracdes geométricas. Entao, para
ver detalhadamente se corresponde cada coisa aos seus aspectos algébricos,
combinatorios, sintaticos, representam bem aquilo que se visa geometricamente. Entéo, a
partir de um certo ponto, quando vocé faz uma conta, vocé ja se refere ao objeto visado e,
muitas vezes, uma certa continha, por exemplo, uma comutac¢ao de duas transformagodes
ja tem a ver com o fato de um plano ser ortogonal a uma reta, é por isso que elas
comutam. Comecei a fazer a conta aqui e ndo achei. . Mas vocé sabe o que é, mas, por
exemplo, se eu fosse explicar para um aluno, entdo: “ah, sim, essa rotagdo em torno
deste eixo deixa este plano invariante. O plano ndo muda, os pontos mudam, mas o plano
nao sai do lugar. A reflexao, ao contrario, ela deixa os pontos fixos no plano e inverte os
pontos da reta vertical. Por isso elas comutam”. Agora: “ah mas precisa verificar em trés
pontos, uma vez que elas sao transformacoes afins, isométricas, ndo precisa verificar
para todos os pontos”. Nao preciso usar uma féormula geométrica para todos os pontos. Ja
uso o fato de que duas transformacdes coincidem se elas coincidirem em quatro pontos,
independentes. Entdo, essas coisas vao sendo traduzidas, mas aquilo que ja estava
acumulado de relagcbes algébricas e correspondia a coisas geométricas nao estava
funcionando para converter uma inversao rotatéria, uma inversdo no ponto O, uma
rotagdo com uma reflexao rotatéria, uma reflexdo com a rotagdo. E o problema era o que?
Com a conta? Com a disposicao dos planos? Entao, tinha que rever e voltar ao inicio e
nao usar fatos, digamos, ja acumulados nas correspondéncias e jogar em projetos. Tive
que desmembrar tanto as contas quanto os desenhos e, no final, eu acabei constatando
que o plano que eu estava pegando numa certa ordem € que estava errado. Porque,
dependendo da ordem dos planos, das reflexdes que se faziam nos quatro planos que
apareciam, nao funcionaria mesmo e, reincidentemente, eu estava trocando como se
troca direita por esquerda. Na conta e na imaginag@o de qual deveria entrar em primeiro,
segundo ou em terceiro lugar. No final, era uma coisa simples, mas tem hora que enrosca
mesmo, quer dizer, vale a pena? Eu, para mim, acho que sempre vale a pena porque, se

cada coisa eu vou deixar pra la, me da um mal estar tremendo porque, por um lado, fica a
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davida: o que estad acontecendo? Depois, mesmo que se constate que a confusao era
uma coisa boba até, isso serve para se identificar onde é que se cometem esses deslizes
de conexao de um campo para outro. Por que é que falhou a fluéncia? Normalmente
poderia estar-se estudando outras coisas, mas eu acabo ficando aqui. Enquanto eu nao
resolvo, ndo da para ir adiante. Eu até penso outras coisas, mas aquilo volta sempre até
que eu identifiqgue onde é que esta o problema que estd impedindo a coisa de fluir? E,
normalmente, tem a ver com essas pontes cognitivas. As vezes, é uma falha interna de
um campo cognitivo, mas aqui, no caso, era tomar uma coisa por outra como a gente
toma direita por esquerda. Em muitas situagdes corriqueiras dentro da matematica, em
campos técnicos, toma-se uma coisa por outra. Qual coisa eu tomei por outra? Mas,
quando as coisas tém assim muitas operacdes envolvidas, e muitas delas funcionam de
modo eficiente, até automaticamente, vocé vai consertando e mandando para frente. Mas,
quando alguma coisa n&o funciona, tem que se saber onde n&o funciona. E,
normalmente, € uma coisa “besta”, conforme se costuma dizer. Mas, ai é que esta, ndo é
uma questdo do objeto em si, mas do processo de entendimento, quer dizer, que
conexao, que ligacao, que associacao, que eu fiz que dispée as coisas de uma maneira
como se fosse uma porca entrando enviesada no parafuso e espanando a rosca. Sem
querer, na rapidez das ligacoes, alguma coisa entrou no lugar de outra sem que fosse

voluntario.
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7.2.5. Entrevista 5. Professor do Departamento de Matematica — Universidade Estadual
Paulista. UNESP/Rio Claro. Em 74 de fevereiro de 2006 as 10:00 horas.

Pesquisadora: Em sua opinido, qual o significado dos diagramas (figuras) na produgéo
do conhecimento matematico? E nas atividades de ensino de matematica?

Entrevistado: Eu acho que a utilizacao de figuras e diagramas é muitissimo importante.
No ensino, porque é um ponto de apoio para o raciocinio, mas nao é sé para o ensino. O
matematico profissional, quando esta trabalhando profissionalmente, ele faz as suas
“figurinhas”. Mesmo que ele ndo desenhe, vamos dizer, ele tem, mentalmente, as
“figurinhas”.  E interessante vocé presenciar uma conversa entre matematicos de
altissimo nivel, um deles diz assim “ndo, mas esse rabinho da funcdo, mas essa
linhazinha aqui”. Tudo isso, na verdade, é a imagem mental ou a imagem que se
desenhou, ou seja, um diagrama. Isso € importante na descoberta matematica também,
porque, como eu disse, o diagrama é sempre um auxilio. Evidentemente, eu nao vou dizer
qgue aquilo que eu estou desenhando é, de fato, um objeto matematico, mas é certamente
um suporte, um modelo dos objetos matematicos que eu tenho na minha mente e estou
tentando explorar.

Pesquisadora: Na sua opiniao, esse suporte que vocé diz é para dar idéias ...
Entrevistado: Sim, é para dar as idéias para fixar os conceitos e mais, também auxiliar
na demonstrac¢do porque, muitas vezes, vocé, olhando um diagramazinho, vé um caminho
a ser percorrido para obter a demonstragdo que vocé quer. Eu acho que um exemplo
marcante dessa parte; vamos chamar de heuristica; é o tratado do Arquimedes, O
Método, que é uma carta que ele escreve para um discipulo falando como é que ele faz a
descoberta das proposicbes matematica e utiliza tudo quanto é possivel ser utilizado:
balanga, alavanca, o que, de algum modo, representa também um diagrama, esta
fazendo um papel de diagrama e, depois de obtido o resultado, evidentemente, ele diz:
bom, isso tudo € esquecido €, agora, eu vou trabalhar segundo os métodos da geometria,
preconizados por Euclides e é o que faz o matematico profissional. Evidentemente, na
publicacado ele nao ira falar do rabinho da fungéao, ele vai dizer as coisas do ponto de vista
matematico. Mas isso tudo serviu de suporte, serviu de apoio para que ele chegasse a
conclusao que chegou. Entdo eu acho que, certamente, os diagramas, as figuras séo

muito importantes e todos os matematicos profissionais sabem disso.
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Pesquisadora: e com relagao ao ensino?

Entrevistado: Bem, com relagdo ao ensino, € muito importante porque da também um
suporte para o aluno saber daquilo que o professor esta falando, para que o aluno
imagine os conceitos matematicos, as idéias matematicas, um meio para a demonstracao.
Certamente, é muitissimo importante.

Pesquisadora: E quando se trabalha, por exemplo, com célculo no R", onde ndo se
consegue imaginar uma figura, um diagrama,...?

Entrevistado: o problema, quando vocé trabalha no R", vamos dizer, ele é simplesmente
uma generalizacao do R, ndo é? E vocé tem esses diagramas no R e trata de imagina-los
no R", trata de estender os resultados que vocé tem na reta para os resultados do Rn.
Entdo, o diagrama sempre é usado, por mais abstrata que seja a teoria, por menos que
vocé consiga ver o que se faz, é sempre estudar casos particulares em que essas coisas
podem ser visualizadas e, depois, procurar estendé-las para os resultados, ai, sim, s6 do
ponto de vista matematico. Diagrama, eu acho que é sempre importante.

Pesquisadora: Com relagdo a Euclides, podemos perceber, inclusive no livro que vocé
traduziu, que ha muitas coisas, mesmo na demonstracdo, que ele faz baseado em
evidéncias da figura, entdo, eu gostaria que vocé falasse um pouco sobre isso.
Entrevistado: Nas demonstracdes de Euclides, ha seis partes. Toda proposi¢cdo que se
preze, nos Elementos de Euclides, tem seis partes. A primeira parte, que se chama em
grego protesis, € 0 enunciado da proposicao. Depois, nas duas partes seguintes, ele vai
decompor o enunciado nas coisas dadas (que se chama ektesis) e nas coisas que devem
ser achadas, no que se tem e, depois, no que se quer, que se chama de diorismos, essa
terceira parte. A quarta parte, que é a parte central do teorema, que se chama, em grego
kataskeué, é uma construgdo. A quinta parte, ele mostra que a construgéo de fato surte o
efeito, demonstra aquilo que vocé quer, essa quinta parte se chama apodeixis. Finalmente
a ultima parte, sumperasma, retorna o enunciado e diz: portanto, foi provado que etc. e
re-enuncia a proposi¢ao. Entdo, na parte da construgao, por todo o livro, o Unico tempo
verbal que é usado, e nés nao temos em portugués, € o imperativo perfeito passivo.
Imperativo porque ele da ordens, ligar dois pontos, tracar uma paralela a uma reta dada,
da ordens. O passivo, na minha concepg¢ao, € porque 0s objetos matematicos é que estao
sofrendo agao, comandada por ele, o fato de serem os dois pontos ligados, o fato de ser
tracada a reta paralela, entdo, os objetos matematicos estao sofrendo a agao. E por que o
perfeito? O perfeito, em grego, significa que a agado foi concluida e que se tem um
resultado. E qual é o resultado da construgcdo? E a figura. Entdo, quando comeca a parte
do teorema, a figura foi construida e ele comecga a trabalhar com a figura para a quinta
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parte, apodeixis, para demonstrar que de fato o resultado é valido. Entéo, a figura é parte
integrante da demonstracao e € uma parte central da demonstracdo. Porque é a quinta
parte, vamos dizer, a demonstracdo propriamente dita, a apodeixis, que, em grego,
significa demonstracao, € feita depois da construcdo e baseada na construgéo. Ela é a
base.
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