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RESUMO

ESTRUTURAS DA ALGEBRA

Investigacdo fenomenoldgica sobre a constru¢do do seu conhecimento

A investigacdo enfoca a interrogacdo como se revela o pensar no
movimento da construcdo do conhecimento das estruturas da Algebra.

Os procedimentos considerados apropriados para essa investigag¢do, apos
exaustiva andlise, foram pautados na hermenéutica filosofica. Essa
modalidade de pesquisa qualitativa fenomenoldgica aponta como significativa
uma analise encaminhada segundo um movimento dialético possibilitado pela
estrutura da pergunta e da resposta. Respostas conduzidas por andlises
fenomenoldgicas de obras relevantes de autores considerados importantes na
ciéncia do mundo ocidental, mais especificamente nas regides de inquérito da
Historia da Matematica, Filosofia da Matematica, Matematica, Educacio,
Educagdo Matematica e Filosofia. O movimento da constru¢do do
conhecimento das estruturas da Algebra foi colocado em epoché. Essa analise
contribuiu para com a constru¢cdo do denominado texto-solo.

O texto-solo ¢é construido mediante a articulacdo de atividades
matematicas presentes na construcido/producio das estruturas da Algebra.
Essas atividades foram organizadas de modo retroativo durante a pesquisa
realizada, partindo do momento presente em dire¢do ao circunstancial
propulsor das estruturas da Algebra. Esse texto é o solo de um segundo
momento de anélise que busca compreendé-lo expondo o movimento dialético
que se da na estrutura das perguntas e respostas que conduzem toda a
investigacao.

Da articulagdo dessas perguntas e respostas chegou-se a trés categorias
abertas: Os modos de doa¢do das estruturas da Algebra, As estruturas das
presencas — estruturas da Algebra-ser humano e O modo de ser matemdtico
do ser humano. A analise das categorias abertas revelou caracteristicas
essenciais das estruturas da Algebra e o pensar que se dia como cégito

fenomenologico no movimento da construgcao de seu conhecimento.
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Da clareira que se fez, ao vislumbrar-se esse cogito fenomenologico e ao
direcionar esse entendimento para o fazer do professor de Matematica, abriu-
se a possibilidade de uma Pedagogia que assume a postura fenomenologica
tanto no que diz respeito as relacdes de pessoas e instituigdes como no que

diz respeito a constru¢ao do conhecimento humano de mundo.

Palavras-Chaves: Hermenéutica, Cogito Fenomenoldgico, Pedagogia

Fenomenolodgica e Filosofia da Educacdo Matematica
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ABSTRACT

Phenomenological Investigation of the Construction of Knowledge

Regarding Structures of Algebra

This study focused on the question, How is thinking revealed in the
movement of the construction of knowledge about structures of algebra?

The procedures considered to be most appropriate for this study, after
exhaustive analysis, were based on philosophical hermeneutics. This
phenomenological,  qualitative research  approach  emphasizes the
meaningfulness of an analysis that follows a dialectic movement, made
possible by the structure of the question and the response - responses guided
by phenomenological analyses of the relevant works of authors considered to
be important in science in the Western world, specifically in the fields of
Mathematics History, Philosophy of Mathematics, Mathematics, Education,
Mathematics Education, and Philosophy. The movement of the construction of
knowledge of structures of algebra was placed in epoché. The analysis
contributed to the construction of the so-called grounded text.

The grounded text 1is constructed through the articulation of
mathematical activities present in the construction/production of structures of
algebra. These activities were organized in a retroactive manner during the
study, beginning with the present moment and moving in the direction of the
circumstantial propeller of the structures of algebra. This text is the soil of a
second moment of analysis that seeks to understand it, exposing the dialectic
movement that takes place in the structure of the questions and responses that
guide the entire investigation.

Through the articulation of these questions and responses, we arrived at
three open categories: the modes of donation of the structures of algebra;
the structures of the presences — structures of algebra-human being; and the
mathematical way of being of the human being. The analysis of the open
categories revealed essential characteristics of the structures of algebra and
the thinking that occurs as phenomenological cogitation in the movement of

the construction of knowledge about them.
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From the clearing that is created, upon shedding light on this
phenomenological cogitation, and directing this understanding to the practice
of the mathematics teacher, possibilities were opened up for a pedagogical
approach that assumes a phenomenological posture, with respect to the
relations between people and institutions, as well as the construction of

human knowledge in the world.

Key-words: Hermeneutics, Phenomenological Cogitation,

Phenomenological Pedagogy and Philosophy of Mathematics Education.



ZUSAMMENFASSUNG

ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

phdnomenologische Untersuchung ihres Erkenntnisaufbaus

Bei der vorliegenden Untersuchung geht es um die Frage, wie sich das
Denken in der Bewegung des Aufbaus der Erkenntnis der algebraischen
Strukturen offenbart.

Nach umfassender Analyse wurde als fiir diese Untersuchung
angebrachtes Vorgehen die philosophische Hermeneutik angesehen. Diese Art
qualitativer phidnomenologischer Untersuchung weist als signifikant eine
Analyse aus, die im Sinne einer dialektischen Bewegung durch die Frage- und
Antwortstruktur ermdglicht wird. Die Antworten stiitzen sich dabei auf
phdnomenologische Analysen bedeutender Werke von in der westlichen Welt
allgemein anerkannten Wissenschaftlern, mit besonderer Beriicksichtigung
derer, die ihre Untersuchungen auf Gebiete wie Geschichte der Mathematik,
Philosophie der Mathematik, Mathematik, Erziehung, Mathematik-Erziehung
und Philosophie gerichtet haben. Die Bewegung des Aufbaus der Erkenntnis
der algebraischen Strukturen wurde dabei von einer Epoché-Haltung
begleitet. Diese Analyse trug zur Erstellung eines so genannten Grund-Textes
bei.

Der Grund-Text geht aus der Artikulation mathematischer Aktivitidten
hervor, wie sie im Aufbau bzw. in der Erstellung algebraischer Strukturen
anzutreffen sind. Diese Aktivititen wurden wiahrend der Forschungsarbeit
rickwirkend organisiert, d.h. ausgehend vom gegenwirtigen Moment verlief
die Untersuchung in Richtung auf den Antriebsumstand der algebraischen
Strukturen zu. Dieser Text bildet die Grundlage eines zweiten
Untersuchungsmoments, der jenen zu verstehen versucht, indem er die
dialektische Bewegung herausstellt, die in der die ganze Untersuchung
bestimmenden Struktur von Fragen und Antworten zum Ausdruck kommt.

Aus der Artikulierung dieser Fragen und Antworten ergaben sich drei
offene Kategorien: Die Arten und Weisen des Gegebenseins algebraischer

Strukturen; die Strukturen der Vergegenwértigung — Strukturen der Algebra
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im Menschen; und die mathematische Seinsweise des Menschen. Die
Untersuchung der offenen Kategorien brachte wesentliche Grundziige der
algebraischen Strukturen und des Denkvorgangs an den Tag, der sich als
phdnomenologisches Cogito in der Bewegung des Aufbaus seiner Erkenntnis
erweist.

Mit der aus der Andeutung dieses phdnomenologischen Cogito und aus
der Ausrichtung dieses Verstindnisses auf das Tun des Mathematiklehrers
entstandenen Lichtung erdffnete sich die Mdglichkeit einer Pddagogik, die die
phdnomenologische Haltung sowohl hinsichtlich der Beziehungen zwischen
Menschen und Institutionen als auch im Zusammenhang mit dem Aufbau der

menschlichen Weltkenntnis anwendet.

Schliisselworter: Hermeneutik, Phdanomenologischer Cogito,

Phinomenologische Pddagogik und Philosophie der Mathematik-Erziehung
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Capitulo |

INTRODUCAO

A ESTRADA NAO PERCORRIDA

Duas estradas bifurcavam-se num bosque dourado,

E triste por nao poder percorrer ambas,

Sendo viajante, muito tempo permaneci ali
Contemplando uma delas, tanto quanto pude,

Até que ela se dobrou na curva encoberta por arbustos.

Entdo, tomei a outra da mesma forma,

Certo de que estaria fazendo tdo boa escolha
Porque era gramada e desejava ser usada;
Ainda que por trilhar a estrada

Esta ja se iria desgastar.

E ambas, igualmente, naquela manha ali.

As folhas ndo haviam sido pisadas por passo algum.
Ah! entdo, deixei a primeira para um outro dia!
Sabendo, porém, como um caminho leva para outros
caminhos,

Duvidei se algum dia voltaria.

Disse tudo isso com um suspiro

Pois anos apos, entdo,

Duas estradas bifurcavam-se num bosque e Eu,
Eu percorri aquela menos usada.

Esta foi a diferenca!

Robert Frost (tradugdo livre)'

Se ¢ que a introdug¢do de uma tese de doutorado tem que cumprir o papel
de inicio do trabalho, que seja esta introdug¢do o inicio da compreensdo do
caminho que serd percorrido e, que ao ser percorrido, constroi-se.

A compreensdao do caminho deve ser entendida como o ato de apoderar-se

da intencdo total que deve ir além da subjetividade de um pesquisador que



interroga, permitindo enfocar a maneira do interrogado expressar-se em
perspectivas, olhadas nas possiveis formas de vivéncias daquele que interroga
ao estar com os outros.

Para esclarecer o que identifica o caminho, que ora se inicia, sera
descrita a constru¢do da interrogagdo, como fruto das vivéncias da
pesquisadora junto aos seus companheiros de pesquisa, proximos e distantes.
Também serdo explicitados os aspectos filoséfico-cientificos dessa

interrogacgao, pois ¢ ela que contribui com a constru¢do do caminho.

1. A CONSTRUGAO DA INTERROGAGAO

Mesmo que a fonte seja
desconhecida, ainda assim o regato
flui.

Poincaré

Em 1997 terminava o meu primeiro trabalho’ sobre a construg¢io do
conhecimento matemdatico abordada numa perspectiva fenomenologica
merleau-pontiana. Esse trabalho esclareceu-me algumas caracteristicas da
Matematica e de sua construg¢do, sobre as quais tegco alguns comentarios. A
Matematica, matizada pelas idéias de MERLEAU-PONTY, mostrou-se como
sendo um objeto cultural, no sentido de que ela é um objeto construido pelo
processo civilizatério. Isto quer dizer que a Matemadtica é no e do horizonte
social.

Assim compreendida, a Matemadatica se torna uma expressdo viva do
mundo cultural, pois a civilizacdo em que estd inserida se manifesta também
pelos objetos culturais e a construcdo do objeto cultural matematica estd na
coexisténcia de consciéncias e unidades intersensoriais que compdem a

significagdo intersubjetiva da experiéncia do fendmeno matematica.

"MARTINS, Joel. Um enfoque fenomenolégico do curriculo: Educa¢do como Poiesis. Org:
Vitoria Helena Cunha Espo6sito. Sao Paulo: Cortez, 1992, p. 90.

2KLUTH, Verilda Speridido. O que acontece no encontro sujeito-matemdtica? Dissertagdo
de Mestrado. UNESP, Rio Claro, 1997.



A significagdo intersubjetiva, por existir na coexisténcia, esta presente
na compreensao de cada sujeito que compde um polo dessa relacao
intersubjetiva e que desenvolve o percebido em modalidades de compreensao,
interpretacdo e comunica¢do. Esses desdobramentos enraizados no solo
historico-cultural possibilitam a idealizacdo e a construcdo com sentido dos
objetos culturais. Esse movimento de significacdo, desdobramentos,
idealizacdo e construcdo com sentido é que possibilita ao objeto cultural
matemdtica seu carater de universalidade.

A significagdo intersubjetiva por ser expressa segundo a
compreensao/interpretacdo de uma pessoa ou de um determinado grupo de
pessoas pode ser retomada por outros. Se assim ndo o fosse, qual seria a razdo
do ato de ensinar Mateméatica se ela ndo trouxesse em seu bojo a
possibilidade de compreensdo/interpretagcdo? Ou ainda, qual seria a razdo de
ser das investigacdes histdricas e antropologicas que se ddao mediante objetos
culturais?

Dizer da elaboracdao do percebido enquanto construcdo dos objetos
culturais é assumir a percepc¢ido como primado do conhecimento. A percepgio
atribui MERLEAU-PONTY o status de logos em estado nascente, pois ela

comporta os principios da imanéncia e da transcendéncia.

Imanéncia, posto que o percebido ndo poderia ser estranho
aquele que percebe; transcendéncia, posto que comporta
sempre um além do que esta imediatamente dado.’

Esses principios se ddo na relagdo homem-mundo. Uma relagdo fundante
e intencional que, quando descrita pela fenomenologia, vai além da
afirmac¢do: toda consciéncia é consciéncia de algo. Para MERLEAU-PONTY
essa afirmacdo ndo ¢ nova, ela ja estava presente no trabalho de KANT
intitulado Refuta¢do do Idealismo. Ao tomar-se aqui a relagdo intencional

homem-mundo como fundante

Trata-se de reconhecer a propria consciéncia como projeto do
mundo, destinada a um mundo que ela ndo abarca nem possui,
mas em dire¢do ao qual ela ndo cessa de se dirigir — e o mundo

» MERLEAU-PONTY, Maurice. O primado da percep¢io e suas conseqiiéncias filosoficas.
Trad. Constangca Marcondes Cesar. Campinas: papirus. 1990, p. 48.
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como este individuo pré-objetivo cuja unidade imperiosa
prescreve a consciéncia a sua meta.*

Essa citagdao de Merleau-Ponty nos esclarece a afirma¢do ndo ha homem
sem mundo e nem mundo sem homem, pois toma a consciéncia como uma
regido originaria da relacdo homem-mundo a qual possibilita a construcao do
objetivo por intermédio do intersubjetivo e respectivas expressdes de
compreensdes, construindo os objetos culturais e, entre eles, a Matematica.

A experiéncia da realizagdo do mestrado foi-me muito valiosa, porque
pude viver um distanciamento das questdes que surgem na sala de aula, ao
buscar uma compreensdao da Matemadtica e de sua constru¢do no ambito da
Filosofia e da Filosofia da Educagdo. Porém, esse distanciamento mostrou-se,
ao final do trabalho, como sendo uma aproximacgao realizadora, pois a
compreensao tecida sobre a Matematica e sobre a sua construg¢ao, acrescida de
outros estudos fenomenoldgicos que tratam desses assuntos, foi sendo
traduzida por mim, nos anos subseqiientes, em atividades de ensino para sala
de aula que tratam de contetidos da Matematica focando-os no primado de
sua constru¢do e tomando como fundante a vivéncia do corpo-préprio.”

Encontrava-me nesse momento, numa posi¢cdo diferente daquela descrita
na frase de Poincaré, citada na abertura deste texto. Metaforicamente falando
A fonte do conhecimento matemadtico tornava-se cada vez mais clara para
mim. O que agora parecia-me obscuro ¢ o curso do regato, isto ¢, o
conhecimento matematico constituido que flui e que, ao fluir, ndo diz mais sé
da fonte, pois se deixa modelar pelas encostas e embelezar pelas
caracteristicas geograficas do terreno, influenciando-o, modificando-o e
deixando-se modificar.

Assim, mal havia esclarecido algumas duvidas sobre a construcao do
conhecimento matematico e j& se fazia presente, embora camuflada, a nova
pergunta que apontava para uma questdo geral: como acontece a construcao

do conhecimento matematico formal? Embora latente, ou seja, ndo formulada

* MERLEAU-PONTY, Maurice. Fenomenologia da Percep¢cdo. Trad. Carlos Alberto
Ribeiro Moura. Sdo Paulo: Martins fontes, 1994, p. 16.

> Corpo-préprio é a origem zero de um ponto de vista que d4 uma determinada orientagio
ao sistema de experiéncia. BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. A4 contribui¢do da
fenomenologia a educa¢do. In: BICUDO & CAPPELLETTI (Orgs). Fenomenologia uma
visdo abrangente da Educag¢do. Sdo Paulo: Olho dagua, 1999, p. 37.

4



em linguagem proposicional, a pergunta incomodava-me e impelia-me a
busca.

Na ¢época, interessei-me pela obra de BORNHEIM - Filosofar - O
pensamento filoséfico em bases existenciais®. Nessa obra, pude perceber o
filosofar como um acontecer constituido de complexas etapas que se articulam
e que tém um primado descrito como comportamento originante, a atitude
admirativa. Esta atitude ¢ entendida como a vivéncia de uma significacdo
positiva e afirmativa do mundo, aquela que possibilita a vivéncia do real.

Nesta fase da leitura faz-se presente uma certa identificagdo entre o
filosofar entendido como um fazer filosofia e a constru¢do do conhecimento
matemadtico entendido como um fazer matemdtica, pois ambos podem ser
compreendidos como tendo um primado, um solo originario. A partir dai
assumi a obra, ndo mais s6 por interesse, mas como um possivel horizonte de
busca a pergunta latente.

Segundo BORNHEIM, a atitude admirativa caracteriza-se pelos seus
aspectos dogmaticos, pois ha uma abertura, ndo critica, de aceitacdo, que
acolhe o mundo como ele se mostra. Além disso, da-se uma nitidez entre o eu
e o outro, solo propicio para a configurag¢ao de diferencas e do surgimento da
distancia, elementos esses constituidos por atos conscientes, que
inevitavelmente vdo compor numa outra etapa, a experiéncia negativa.

Conforme o autor, essa experiéncia negativa, enraizada no egocentrismo,
nos afasta da realeza do mundo dada na atitude admirativa. Alguma coisa
dada na admirag¢do perde-se de vista na experiéncia negativa fazendo surgir
duvidas sobre ela. Na experiéncia negativa, o filosofar perde sua
caracteristica de rela¢do. Consciéncia, nessa etapa, ¢ s6 separacdo. Mas ¢ a
propria experiéncia da separa¢do que possibilita a abertura de horizonte para
a reconquista do mundo. Esta reconquista s6 ¢ possivel quando se ultrapassa a
experiéncia negativa, vencendo o egocentrismo que torna o homem

prisioneiro de seu proprio inferno, limitando-se a sua particularidade.

E o Unico caminho para vencer essa prisdo radica-se num ato
de conversao espiritual, numa auténtica metandia, no sentido

® BORNHEIM, Gerd A. Introdu¢do ao Filosofar — O pensamento filoséfico em bases
existenciais. Sao Paulo: Globo, 1998.



de estabelecer-se uma abertura para a realidade, superadora de
toda experiéncia negativa, descentralizadora do egocentrismo.’

A experiéncia negativa é, portanto, uma etapa a ser superada. E preciso
reassumir a realidade pelo processo da negacdo da negagdo, isto ¢, a
conversdo reafirmadora da realidade. O homem ¢ chamado a sua plena
responsabilidade. A realidade ndo ¢ mais uma realidade dada, nos moldes da
postura dogmadtica, da pura apropriagdo do real, mas sim, uma realidade

coerentemente conquistada.

Tudo deve ser reconquistado, e esta exigéncia de reconquista
vai determinar o novo sentido, proprio do filosofico, de
relacionar-se ao real: o sentido critico, problematizador, que
distingue a pergunta filoséfica. ®

Entendo que a reconquista do mundo, como descrita por BORNHEIM,
ndo possa se dar a partir de categorias analiticas pré-estabelecidas que se
voltam reflexivamente ao que foi dado na atitude admirativa e depois,
duvidado na experiéncia negativa. Ao contrario disto, € preciso que se
encontre na propria experiéncia negativa uma dire¢cdo que reconduza ao que
foi dado na atitude admirativa. Segundo o autor, essa dire¢do ¢ orientada pela
pergunta filosdéfica que traz consigo o sentido critico e problematizador.

Esta obra trouxe-me um sopro de esperanca. Deveria ser possivel, como
ocorre com o pensamento filoséfico, explicitar o conhecimento matemadatico do
pré-reflexivo ao reflexivo ou do pré-predicativo ao predicativo como um
regato que flui, que deixa-se permear, mas que, apesar de tudo, ainda sabe de
sua fonte, como foi feito com a Filosofia na descri¢dao do filosofar.

Segundo BICUDO

Conhecimento pré-predicativo, ou pré-reflexivo ou ante-
predicativo sdo expressdes usadas por Merleau-Ponty para
dizer da compreensio existencial que ainda nao foi tematizada
e desdobrada em ac¢des de andlise e reflexao. Diz de uma

"Idem, ibidem, p. 108.
$Idem, ibidem, p. 126.



compreensdo apenas manifesta ao proprio sujeito e ao outro de
maneira ndo proposicional.’

O predicativo expressa compreensdo elaborada numa linguagem
proposicional abrangendo, portanto, o sentido percebido pelo sujeito, os
significados atribuidos e aqueles disponiveis historico-culturalmente.

Ao vislumbrar a semelhanca entre a Filosofia e a Matematica mediante as
idéias aqui expostas, entendi que havia um salto de compreensdo sobre a
constru¢do do conhecimento matematico a ser dado, semelhante aquele da
conversdo filosofica.

Seria preciso sair da postura dogmatica assumida frente ao conhecimento
matemadtico instituido, colocd-lo em duvida, perder vinculos estabelecidos,
pois a vivéncia da separacdo ao ser superada permite a abertura para as
evidéncias e seus desdobramentos lingiiisticos culturais que formam ou
compdem ou constituem a regido de inquérito designada histérico-
culturalmente matematica. A supera¢do passou a fazer parte das minhas
preocupacdes.

Em 2001, freqiientei o curso de Filosofia da Matematica, no qual tive a
oportunidade de refletir sobre Matemdatica sob a visdo de varios filésofos.
Esse curso descortinou-me um modo novo de abordar essa ciéncia e, também,
a posicionar historico-filosoficamente os conhecimentos que eu havia
construido.

Até entdo, esse movimento de superagdo do dado, tomado aqui como a
Matematica instituida cientificamente, era efetuado na trilha da abertura que
textos/obras de autores fenomenoldgicos da Filosofia da Educagdo me
permitiam. A partir de entdo, minha compreensdo abriu-se com a leitura de
outros filéosofos como PLATAO, ARISTOTELES, DESCARTES e KANT,
assim como: LEIBNIZ, FREGE, WEYL ¢ muitos outros.

Pude ver minhas preocupacdes educacionais alinhadas a Filosofia da
Matematica e, principalmente, a Filosofia da Matematica Husserliana, que se

mostrou em sintonia com o que eu buscava, embora ainda como uma pergunta

? BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. O pré-predicativo na constru¢do do conhecimento
geométrico. In: BICUDO & BORBA (Orgs). Educa¢do matemdtica pesquisa em movimento.
Sdo Paulo: Cortez, 2004, p. 80.



latente: como acontece a constru¢dao do conhecimento matematico formal, nao
se perdendo de vista o conhecimento cientifico que ainda sabe de sua fonte?

Embora houvesse ampliado o campo de leitura e interpretagdo sobre a
Matematica, ainda assim, a interroga¢do ndo se punha proposicionalmente.
Foi preciso vivenciar situagdes de sala de aula para que a pergunta latente
encontrasse terreno fértil para assumir a forma de interrogacao.

Como professora das disciplinas de Algebra Abstrata e de Educagio
Matemaéatica em um curso de Licenciatura em Matemadtica, pude notar algumas
dificuldades apresentadas pelos alunos. Primeiro, aquelas que se referem ao
entendimento de conceitos algébricos fundamentais como: o que vem a ser
uma varidvel? Como se referir a uma operagdo matematica caso ndo esteja
definida a sua lei de composicdo? O que ¢ isto: uma operacdo qualquer? O
que ¢ isto: operacdes definidas em um conjunto, com determinadas
propriedades definindo uma estrutura? Qual ¢ a matéria desta estrutura? Onde
estd sua concretude? Em segundo lugar, as dificuldades relativas ao destaque
das idéias principais de textos e a compreensdo dos eixos de interpretacdo
colocados pelo escritor como guias para fazer-se entendido pelo leitor, quer
seja tratando-se de textos matemadticos, na intencdo de apresentar uma
demonstracdo matematica ou de definir um objeto matematico, quer seja
tratando-se de textos da Educacdo Matematica, na inten¢do de suscitar
interpretacdes. Além disso, os alunos mostravam-se com dificuldades de
perceber os elementos que organizam ¢ compdem uma teoria.

Em resumo, os alunos apresentavam uma dificuldade muito grande “em
entrar no texto”, ou melhor dizendo, em apropriar-se da articulagao do texto e
interpretd-lo. Dava-me a impressdo de que as palavras e os simbolos ndo os
tocavam, ndo os afetavam e que eles se sentiam muito mal com isso, como se
estivessem mutilados, desprovidos de algo que lhes era familiar. O que quero
dizer ¢ que os alunos davam a impressdo de terem consciéncia de que o que
estava sendo dito ndo era ouvido. Sentiam a presen¢a do outro lado da
paisagem, mas ndo enxergavam a ponte para sua passagem.

Embora as dificuldades dos alunos constituissem, para mim, como
professora, uma grande preocupacdo que me levava a reformular
constantemente as aulas, a buscar alternativas tanto teéricas quanto praticas,

a bisbilhotar novas bibliografias, ndo eram elas que me moviam como
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pesquisadora. As dificuldades sdo barreiras que se apresentam a todo ser
humano sob diversas maneiras ¢ em diversos contextos. Elas podem sim, ao
serem superadas, exercerem o papel de alavanca na construgdo do
conhecimento, fortificando-nos.

As dificuldades dos alunos colocavam-me “cara a cara” com a minha
indagacdo, ou seja, como acontece a superacao da experiéncia negativa no
processo da construcdo do conhecimento da Matematica. Percebi-me na
perplexidade. Essa constatagdo iluminou uma possivel regido de inquérito
coerente com a pergunta latente. A regido se abriu para que explicitagdes
sobre o0 modo de a superagdo se dar fossem expressas predicativamente, ou
seja, em um modo de pensar ja reflexivo.

Coloca-se, assim, o pano de fundo revelador do foco da minha
perplexidade: da-se a admira¢do. Vivo o sentido de abertura, aquele que nos
afasta do pessimismo ingénuo, que nos cega, levando-nos a crer que nada ha
de novo sob o sol, que constr6i um comportamento negativo diante da
realidade. Ao contrario disto, o sentido de abertura revelou-se-me em uma
atitude receptiva, de disponibilidade, de simpatia. Na atitude da admirag¢do

ndo ha abismos.

Quem admira ndo se dissolve na realidade que admira, nem
esta se desfaz naquele. Pois, bem ao contrario, o que
caracteriza a admiracdo ¢ o reconhecimento do outro como
outro, e porque eu o reconheco enquanto tal posso admirar-me.
Nao se trata de confusdo, e sim de um respeito cujas raizes
mergulham em uma inocéncia ingénua e piedosa. '

Entendo, entdo, que a admira¢do ingénua como afirmac¢do do outro, do
diferente como diferente, revela uma outra caracteristica: a presenca de atos
de consciéncia que se distinguem da experiéncia do pasmo, que se revela
como um perder-se de si mesmo ou da experiéncia da surpresa, que desarma e
descontrola. O pasmo e a surpresa, assim como a admirag¢do, estao, segundo
BORNHEIM, ligados ao primeiro despertar da vida consciente, porém os dois

primeiros referem-se tanto a um significado positivo quanto negativo,

" BORNHEIM, Gerd A. Introduc¢do ao Filosofar — O pensamento filoséfico em bases
existenciais. Op. cit., p. 40.



enquanto a admirag¢do refere-se exclusivamente ao que tem uma significagao
positiva, afirmativa.

Foi preciso a vivéncia da admira¢do para que minha perplexidade se
expusesse, constituindo o ambiente propicio para sua formulagdo. Minha
perplexidade, pontuando o contexto em que se instalou claramente para mim,
mostrava-se em relagdo ao fato de a Algebra revelar-se compreensivel para
alguns e inatingivel para outros. Isto levou-me a questionar O que aconteceu
com aqueles que construiram a Algebra Abstrata? Penso que deveriam ver
com clareza suas evidéncias algébricas. Deveria entender que o0s
acontecimentos da superacdo da experiéncia mnegativa sao momentos
especiais para pessoas especiais? Ou, ainda de modo mais restrito, ha
momentos exclusivos para pessoas exclusivas?

As informacgdes a respeito da constru¢do do conhecimento algébrico que
circulam nos mais variados meios de comunicag¢do, quer seja no meio
académico-cientifico da Matematica e da Educacdo ou até mesmo nos
didlogos informais, na sala dos professores, levaram-me a conjeturar qual
seria o sentido de abstragdo na construgdo/producio da algebra abstrata. E
certo que aqui estou frente a Matematica entendida como corpo de
conhecimento veiculado e validado na civilizagdo do mundo ocidental.

O complexo formado pelas constatagdes expostas, quando assumido em
sua positividade, sugere perguntas como: de que abstracdo falamos quando
falamos de Algebra Abstrata? Existem diferentes modos de abstracdo no
processo de construcio da Algebra Abstrata? Esse processo nio seria somente
aquele concernente ao proprio movimento do pensar que se desenrola em
torno de percepcdo, abstragdo, nomeacdo e tantos outros atos?

Todas estas perguntas, frutos da articulacao e da reflexdo de vivéncias e
de estudos sobre Matematica, Filosofia da Matematica e Historia da Algebra''

e mais precisamente da Algebra Abstrata, aquela que trata das estruturas

"Ver parte deste estudo em: KLUTH, Verilda Speridido. Pesquisando a constru¢do do
conhecimento algébrico: um mergulho na histéoria. Anais do V Semindario de Histdoria da
Matematica, UNESP, Rio Claro, 2003.
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algébricas'?, constroem a interrogacdo dessa tese: como se revela o pensar no
movimento da constru¢do do conhecimento das estruturas da Algebra?

Tendo essa interroga¢do como norte, minha caminhada vai em dire¢do a
superac¢do da experiéncia negativa, na construgio/producio’” do conhecimento
das estruturas da Algebra.

Percebo que meu foco ¢ aquela supera¢do. Intencionalmente, busco
compreendé-la. Esse ¢ o trabalho que proponho. Ao fundo, sempre estd minha
postura de educadora. As compreensdes e insights que venha obter voltar-se-
do, certamente, para o trabalho de ensino e pesquisa em Educacido
Matematica.

Os alunos? Foram vitais para ver com clareza minha perplexidade. Os
autores estudados também foram importantes para vislumbrar o caminho.

Agora, compete-me percorré-lo. No final, espero encontrar a clareira,
conforme a ela HEIDEGGER se refere. Ou seja, esclarecer o modo ou os
modos pelos quais a supera¢do na construcdo/producdao do conhecimento das

estruturas da Algebra ocorre.

2. A EXPLICITAGAO DA INTERROGAGAO

O espirito critico é pois,
fundamentalmente, pergunta, e qualquer
que seja a sua origem, a pergunta
filos6fica move-se sempre dentro de um
profundo sentido afirmativo. A pergunta ¢
a maneira de o filosofo permanecer aberto
ao mistério.

Gerd A Bornheim

Como se revela o pensar no movimento da construg¢do do conhecimento

das estruturas da Algebra? O sentido afirmativo da interrogacdo norteadora

12 Ver parte deste estudo em: KLUTH, Verilda Speridido. Ensaio/Resenha: Modern algebra
and The Rise of mathematical Strutures. Revista Brasileira de Histéria da Matematica —
Vol. 4, n° 7 (abril/2004 — setembro/2004).

¥ A construgdo é o processo mediante o qual o objetivo do conhecimento vai sendo
clarecado e construido. A produc¢do envolve, de certo modo, esses aspectos e se detém no
processo de materializagdo do produto. Ambos estdo interligados. Conforme explicagdo de
BICUDO, em sessao de orientagao.
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aflora ja no primeiro movimento interpretativo. Ela toma como dadas, tanto a
existéncia de estruturas da algebra quanto a do pensar. A interrogag¢ao
apodera-se de um conhecimento sobre Algebra, assim como da possibilidade
de um determinado modo de pensar, que constituirdo o solo de investigagido. E
sobre esse solo que a investigacdo ha que proceder. Portanto, ha a
necessidade de explicitar os significados de estruturas da Algebra e do
pensar e buscar ir além, efetuando a critica.

O que sdo estruturas da Algebra? Do ponto de vista cientifico, ndo ha
duvidas de que a Matematica, essa da ciéncia do mundo ocidental, é a area
responsavel pelo estudo das estruturas da Algebra, colocando a disposicdo
dados para a compreensdao de sua razdo de ser. A fim de manter a coeréncia no
espag¢o definidor da interrogacdo norteadora ¢, pois, nos textos da ciéncia
Matematica que se inicia o movimento de significagao.

A apresentacdo das estruturas da Algebra nos livros de Matematica da-se
por meio de defini¢gdes. Espera-se que, lendo-as e possuindo um prévio
conhecimento de outras defini¢cdes e teoremas, os significados das estruturas
da Algebra possam vir a tona, como uma articulacdo de resultados plenos de
sentido matematico, dos quais possam ser deduzidas assergcdes que
constituirdo a teoria num processo logico-dedutivo, caracterizando-se como o
estudo das estruturas. Esse ¢ o movimento do pensar que se mostra na
constru¢do do conhecimento das estruturas da dlgebra nos livros de Algebra
em geral e, em particular, no livro que vinha sendo adotado no programa da
disciplina de Algebra Abstrata que eu ministrava.

O procedimento de apresentacdo utilizado pelos autores que escrevem o0s
textos dirigidos a possiveis aulas inicia-se com a explicagdo de uma
defini¢do, seguida de alguns exemplos numéricos ou nao numéricos e,
posteriormente, outros encaminhamentos teoricos.

Um exemplo de apresentacdo:

Grupo

Defini¢do: Seja G um conjunto ndo-vazio e (x,y)l—)x*y uma
lei de composig¢do interna em G. Dizemos que G ¢ um grupo

em relagdo a essa lei se, € somente se,
a) ax(b*c)=(ax*b)*c,Va,b,ceG, isto &, vale a propriedade
associativa;
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b) existe e€ G de maneira que a*e=e*a=a,Vae G, ou seja,
existe elemento neutro;

c) todo elemento de G ¢ simetrisdvel em relacdo a lei
considerada: VaeG,da'e G tal que a*a'=a*a=e.

As vezes, por simplificacdo de linguagem, diz-se apenas “G ¢
13

um grupo” ou fala-se “grupo G “, o que pressupde,
evidentemente, uma lei de composi¢do interna em G (com as
propriedades citadas) sobre a qual ndo ha nenhuma duvida. "

Um exemplo numérico: E facil verificar que G = {1, -1} é um grupo em
relacdo a multiplicacdo wusual. Pois G ¢ um conjunto ndo-vazio, a
multiplicacdo estda definida em G, vale a associativa, existe 1e€G tal que
VaeG,a-1=la=a e VaeG,Jda'eGtal que a-a'=a“a=1. Por se tratar de um
conjunto finito algumas dessas propriedades podem ser facilmente

visualizadas na tabela a seguir.

. 1 -1

1 1.1=1 1.(-1) = (-1)

-1 (-1).1 = (-1) (-1).(-1) = 1

Uma leitura cuidadosa dessa apresentacdo leva-nos a perceber uma certa
ambigiiidade, pois ao se definir o grupo, tomou-se um conjunto nao vazio,
uma lei de composicdo interna e trés propriedades operacionais validas nesse
conjunto e, ao mesmo tempo, por uma simplificacdo de linguagem, ¢ afirmado
que o conjunto G com essas condi¢gdes ¢ um grupo. Essa apresentagdo pode
dar margens a duvidas expressas na pergunta: O grupo é o proprio conjunto?

A definicdo de grupo ¢ tratada de maneira um pouco diferente por
HERNSTEIN em seu livro Tépicos de Algebra. Ele coloca essa definigdo
interligada, quase como uma conseqiiéncia, ao estudo das composi¢cdes de
fun¢des no conjunto de aplicagcdes bijetoras A(S) de um conjunto S. Para ele,

um conjunto G forma um grupo.

¥ DOMINGUES, Hygino H. & IEZZI, Gelson. Algebra Moderna. 3* ed., 2* reimpr. Sio
Paulo: Atual, 1982, p. 77.

" HERSTEIN, I. N. Tépicos de Algebra. Trad. Adalberto P. Bergamasco & L. H. Jacy
Monteiro. Sdo Paulo: Poligono, 1964, p. 30.
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Defini¢do: Diz-se que um conjunto G de elementos,ndo vazio,
forma um grupo se em G esta definida uma operagdo binaria,
denominada multiplicacdo e indicada por tal que:
@)) a,beG implica que a-beG (fechamento)
(2) a,b,ce G implica que a-(b-c)z(a.b).c (lei associativa)
(3) Existe um elemento e€G tal que a-e=e-a=a para todo
aeG (existéncia de wum elemento unidade em G)
(4) Para todo aeG existe um elemento a ' €G tal que

1 1

_ _ . A . . 16
a-a =a -a=e (existéncia de inversos em G)

Apesar do autor evidenciar, na apresentacdo de seu livro, a idéia de que
grupo ¢ um sistema de uma operacdo, de usar o verbo formar em vez do verbo
ser como o faz DOMINGUES e citar o teorema de Cayley'’, ao definir grupo
abeliano'® denomina o grupo formado pelo conjunto, com a mesma letra usada
para designar o conjunto. Nesta apresentagdo percebe-se também uma
ambigiiidade expressa na possibilidade da pergunta: Grupo é um sistema de
uma operag¢do ou é o proprio conjunto?

No livro de MAC LANE intitulado Mathematics Form and Functionlg,

encontra-se a seguinte defini¢do de grupo:

Um grupo ¢ um conjunto G equipado de trés regras:

(i) Uma regra atribuindo a quaisquer dois elementos s, t de G
um elemento st, chamado seu produto, tal que o produto é
associativo, r(st) = (rs)t, todor, s, t em G.

(i) Uma regra determinando um elemento e ( a unidade, as
vezes escrito como ¢ = 1) de G tal que, para todotem G, te =t
(iii) Uma regra atribuindo a cada t em G um elemento t ' em G
tal que tt''=e.?

MAC LANE afirma que essa defini¢do de grupo pode ser vista como uma

definicdo de um grupo “abstrato” quando o G for um conjunto de

“Idem, ibidem, p. 31

7 Teorema de Cayley: Todo grupo ¢ isomorfo a um subgrupo de A(S) para um S
conveniente. Idem, ibidem, p. 73.

" Definigdo: todo grupo G é dito abeliano (ou comutativo) se para todo a,b pertencente a
G,a.b=b.a.ldem, ibidem, p. 31.

' MAC LANE, Saunders. Mathematics Form and Function. New York: Springer Verlag,
1986.

* A group is a set G equipped with three rules, as follows: (i) A rule assigning to any two
elements s, t of G on element st, called their product, such that the product is associative,
r(st)=(rs)t, for all r,s, t in G. (ii) A rule assigning an element e (the unit, often written as
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transformacdes, pois as transformagdes esquecem que transformam coisas e
usam somente as propriedades da composicao.

O autor exemplifica que um grupo de transformac¢do ¢ grupo e acrescenta
que segundo o teorema de Cayley, a reciproca ¢é verdadeira, todo grupo pode
ser considerado como um grupo de transformag¢do que ¢ um sub-conjunto das
aplicacdes de um conjunto.

Porém, as transformacdes ndo sdo as Unicas origens de grupos, como
visto no exemplo numérico dado acima: o conjunto G = {1, -1}. Neste caso,
segundo a defini¢do do autor, o G ¢ um conjunto ¢ G ¢ um grupo. Além disto,
o produto ¢ comutativo portanto, G ¢ um grupo abeliano.

Vé-se assim, que a ambigiiidade levantada inicialmente, quando
explicitada por MAC LANE, deixa vir a tona a complexidade dos processos
que levam a resultados matemadaticos, entendendo aqui a propria definicdo
como um resultado matematico.

Implicitamente estabelecem-se analogias, provam-se equivaléncias,
isomorfismos, criam-se procedimentos. As conquistas realizadas na
Matematica se entrelacam, produzindo um emaranhado de dependéncias,
dando a impressdo que seus resultados ndo aceitam uma outra ordenacdo e
interpretacdo que ndo aquela da l6égica-dedutiva que constrdi sua teoria, pois
cada conquista projeta-se sobre o conhecimento ja construido e posto a
disposi¢do, dando-lhe novas dimensdes teoricas.

Em decorréncia deste modo de produzir conhecimento, as defini¢des
apresentadas permeiam e deixam-se permear pelos resultados de outros
campos da Matemadtica, alargando seu espectro e dando margens para que
sejam consideradas como da regido algébrica, mas também como um objeto do
corpo de conhecimento da Matematica como um todo.

Esse primeiro levantamento sobre uma estrutura da Algebra, ainda que
feito somente no ambito do conhecimento da Matematica (da ciéncia do
mundo ocidental) e na dimensdo de uma literatura restrita a trés livros de
Matematica, explicita a importancia de revelar-se a superacao da experiéncia
negativa no processo da constru¢do do conhecimento das estruturas da

Algebra, pois percebe-se que cada autor de livro faz uma escolha ao definir

e=1) of G such that, for all t in G. te=t. (iii) A rule assigning to each t in G an element t'
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grupo. Os autores constroem explicacdes compactadas e, muitas vezes, sao
obrigados a deixar de revelar aspectos ou supod-los conhecidos e talvez mais
do que isto, supo-los entendidos, criando regides obscuras para aqueles que
ndo estejam familiarizados com a Matematica.

Ao tomar-se as estruturas da Algebra como tema dessa tese, ndo se
pretende esclarecer a complexidade dos processos que levam a resultados
matemadaticos, nem tdo pouco tem-se a pretensdo de pensar o que o matematico
pensou. Tem-se em mente algo mais simples. Pretende-se encontrar no corpo
de conhecimento matematico, mais especificamente no corpo de conhecimento
da Algebra, uma dire¢do que permita tecer um fio condutor composto de
atividades matematicas, de evidéncias, de 1idéias, de estratégias, de
ocorréncias que se mostrem tencionadas a construgdo/producdo do
conhecimento das estruturas da Algebra.

Numa linguagem metaforica, a tarefa a ser realizada pela pesquisa sera
um trabalho de mineiro que explora a mina matemdtica € que nao tem a
pretensdo de explorar a mina toda, mas sim, encontrar um fildo que expresse
o movimento da constru¢cdo/producdao do conhecimento das estruturas da
Algebra e que ao expressa-lo possibilite uma explicitagdo do pensar que nele
se revela.

Em decorréncia do exposto, a questdo que se coloca nesse momento é: o
que significa pensar?

A palavra pensar ¢ usada no cotidiano em varios sentidos. Ela pode
expressar a busca de alguma idéia, quando por exemplo alguém diz: Ainda
ndo sei como fazer isto. Estou pensando.

A palavra pensar, além de expressar a busca de idéias ou solugdes pode
também ser colocada como algo voluntario e deliberado, quando se afirma por
exemplo: eu ndo fiz o exercicio de fisica. Eu ndo queria pensar; Eu ndo sei o
que vou fazer, e ndo quero pensar, agora, sobre isto. Ou ainda: Ndo me
incomode, eu quero pensar.

Existem também situacdes que contextuam o significado de pensar como
uma forma de concentragdo que se relaciona com o estado fisico da pessoa:

Eu fui mal na prova. Eu ndo conseguia pensar, eu estava com dor de cabeca.

in G such that tt''=e. Idem, ibidem, p. 23.
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Ou como um apelo amoroso de memoria na letra da musica: Pense em mim,
chore por mim, liga para mim. Ndo, ndo liga pra ele.

E, certamente, existem muitos outros significados de pensar impregnados
nos fazeres da cotidianidade que poderiam ser citados.

No dicionario da lingua portuguesa? a palavra pensar significa: 1.
Formar ou combinar no espirito pensamentos ou idéias; 2. Fazer reflexdes;
refletir, raciocinar; 3) reflexionar, meditar; cismar; 4) Fazer tensao,
tencionar, cogitar; 5) estar preocupado, ter cuidado; 6) lembrar-se, imaginar;
7) avaliar pelo raciocinio, julgar; 8) tino, prudéncia. Alguns desses
significados sdo imediatamente reconhecidos como préximos aqueles da
cotidianidade. Porém, hd aqueles que necessitam de maiores esclarecimentos,
como por exemplo: formar ou combinar no espirito pensamentos ou idéias;
fazer tensdo, tencionar, cogitar, imaginar, julgar, tino, prudéncia.

Segundo uma pesquisa feita por CHAUI* a palavra pensar procede de um
verbo latino, o verbo pendere, que significa ficar suspenso, suspender, pesar,
examinar, ponderar. Nesse sentido de pendere, pensar ¢ suspender o
julgamento, comparar, avaliar, examinar e ponderar idéias e opinides,
caracterizando-se mais como uma atividade sobre idéias e opinides ja
existentes do que como criacdo ou producdo de um ponto de vista, de uma
opinido ou do vislumbre de uma idéia.

A autora ainda afirma que nos textos filos6ficos escritos em latim sdo
empregados dois outros verbos para dizer pensar: cogitare ¢ intelligere.
Cogitare significa considerar atentamente e meditar. Pensar, nesse sentido,
quer dizer colocar algo diante de si e considera-lo atentamente. Intelligere
significa colher entre, escolher entre, reunir entre varios. Pensar como
intelligere significa aprender, compreender. Pensar como cogitare ¢
intelligere aproxima-se das caracteristicas de atos de producdo e criacdo.

A busca pelos significados da palavra pensar revela dois modos de gerar
pensamentos: aquele da articulacdo das idéias e opinides ja existentes e
aquele da produg¢do e criacao de algo. Pensar, assim compreendido, significa

tornar possivel os pensamentos.

2l Novo Dicionario Aurélio da Lingua Portuguesa. 2* edi¢do. Rio de Janeiro: Nova

Fronteira, 1986. )
22 CHAUI, Marilena. Convite a Filosofia. Sio Paulo: Atica, 1994, p. 151-152.
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Para HEIDEGGER, ha dois tipos de pensamentos, “cada um justificado e

necessario em seu proprio modo: o pensamento calculador e o pensamento

L 23
meditativo.”

Para o autor, o pensamento calculador se da quando conta-se com
condig¢des que sao dadas e que sdo levadas em consideracdo com a intencdo de
servir-se delas para algum proposito especifico, seja no ato de planejar,
pesquisar ou organizar.

O pensamento calculador nao estd fundamentado necessariamente nos
numeros. Esse pensamento se caracteriza muito mais pela atitude humana
frente aos dados, do que com a natureza dos dados. O pensamento calculador
nunca para, ele ocorre de um prospecto para o seguinte. Ele nunca recolhe. O
pensamento meditativo ¢ reflexivo e busca compreensdao. Ele ndo tem pressa,
sabe aguardar sua oportunidade com a mesma singeleza que o agricultor
espera o nascimento ¢ amadurecimento da semente.

Assim, o pensamento meditativo ndo se presta para a realizagdo de
negocios e tem uma aparéncia de estar acima do alcance da compreensdo
comum. Porém, segundo HEIDEGGER o pensamento meditativo ndo precisa
ter altas pretensdes. A meditacdo pode ser sobre coisas da vida cotidiana ou
sobre aquilo que chama a aten¢cdo humana. Cada pessoa segue o caminho do
pensamento meditativo segundo seu modo de ser e de seus horizontes. Isto
porque o homem ¢ um ser pensante, um ser meditativo.

O autor adverte que, quando o homem coloca-se a mercé dos
pensamentos calculadores, ele pde em risco a autoctonia de suas obras. Isto
quer dizer que as obras humanas poderiam ganhar caracteristicas
imprevisiveis para os proprios seres humanos que a realizam, como por
exemplo, as caracteristicas que surgem das obras humanas geradas pela

técnica. O autor afirma ainda que a revolugdo tecnoldgica

/.../' poderia de tal modo fascinar, enfeiticar, deslumbrar e
iludir o homem que o pensamento calculador viesse, algum
dia, a ser aceito e praticado como o anico modo de pensar.

PHEIDEGGER, Martim. Um discurso comemorativo. Trad. Maria Aparecida Viggiani
Bicudo. Leopoldianvm — revista de Estudos e Comunicag¢des. V X, n® 28, agosto 1983, p.
21.
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HEIDEGGER nao se coloca, em momento algum, contra a técnica e
afirma ser uma miopia considera-la do mal porém, proclama a necessidade de
seu entendimento, pois ela impde uma nova relacdo com as coisas da vida.
Passa-se a encarar o mundo pelo seu lado técnico, causando um encobrimento
das obras humanas e uma debandada do pensar. A debandada do pensar deve
ser entendida no sentido de que o homem ndo esta realizando por inteiro a
arte de pensar. Para o autor a reconquista do pensamento meditativo significa
uma abertura para a compreensdao das caracteristicas que advém do
pensamento calculador ¢ uma busca a autoctonia das obras humanas. Na obra

de HEIDEGGER

A arte de pensar ¢ dada por um modo extraordinario de sentir ¢
escutar o siléncio do sentido, nos discursos das realizagdes.
No pensamento ndo somos apenas enviados a remissdes e
referéncias. N&ao esta na semantica ou na sintaxe a
originalidade do pensamento. Uma paixdo mais originaria do
que toda seméantica ou qualquer sintaxe, a paixdo do sentido,
toma posse de nosso ser ¢ nos faz viajar por dentro do préprio
movimento de referir, de remeter, de enviar.”

Que modo ¢ esse de pensar que propde restaurar a autoctonia das obras
humanas buscando seu sentido? Seria esse modo de pensar uma possibilidade
de aproximar-me do modo de ser das estruturas da Algebra? Seria esse modo
de pensar uma possibilidade de restaurar a autoctonia as estruturas
Algébricas conhecendo suas raizes enquanto objeto da Algebra e no
movimento de sua constru¢ao/produgdao? O que significa esse pensar quando
entendido como arte de pensar?

A compreensao desse modo de pensar ¢ buscada em aulas ministradas
pelo filésofo Martin Heidegger no curso de inverno de 1951-52 e no curso de
verdo de 1952, na Universidade de Freiburg.

Para Heidegger, a questdo o que significa pensar? é abordada na medida
em que pensamos, € que para que esta investigacdo seja bem sucedida ¢
necessario que estejamos dispostos a desenvolver o modo meditativo de

pensar. Numa linguagem metaférica, aprender a pensar ¢ como aprender a

2 Idem, ibidem, p. 27.
» LEAO, Emmanuel Carneiro. Apresenta¢do. In: HEIDDEGER, Martim. Ser e Tempo.
Trad. Marcia de S4 Cavalcante. 4* ed. Petropoles: vozes, 1993, p. 13.
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nadar. Nao se aprende a nadar conhecendo um tratado sobre nadar, sé se
aprende a nadar, nadando, saltando na correnteza da agua e na correnteza
permanecendo a salvo.

Porém, no momento em que nos entregamos ao aprendizado do pensar,
afirmamos que estamos dispostos a aprender a pensar, ou seja, exercitar a
arte de pensar. Isto quer dizer que pensar nao ¢ algo que possa ser comparado
a um instrumental pronto e acessivel, do qual conhe¢o o manejo, do qual

conheco a ldégica e a organizagao.

A razao, o ratio, desdobra-se no pensar. Como ser Vivo
racional, o homem precisa poder pensar, se ele quiser.?

Lembrando que o apelo de HEIDEGGER sobre o pensar ¢ aquele de um
pensar que também contempla pensamentos meditativos e assumindo a
afirmac¢do que a razdo surge no pensar pode-se entender que o homem se
realiza enquanto ser racional na medida em que consegue realizar a arte de
pensar. Arte que se da na medida em que o homem queira ficar com o
apreendido, queira ouvir o apreendido, isto ¢, ndo solta-lo da memoria e fazer
com que o apreendido permanegca em consideracdo possibilitando o
desabrochar da razao.

O pensavel da-se ao pensar enquanto permane¢e em consideracdo na rede
tecida pelos interesses, inter-esses, aqui entendidos como sendo ser, sob e
entre as coisas, colocar-se no meio das coisas e permanecer junto a elas.
Aprender significa fazer uma correspondéncia a tudo aquilo de essencial que
nos foi adjudicado.

Quando se pergunta o que significa pensar? nao se pode querer alcangar
uma afirmacao conceitual, nem tampouco uma defini¢do do pensar, pois nao
se pensa sobre o pensar, permanece-se fora da reflexdo que faz do pensar seu

objeto.

O pensar sobre o pensar desdobrou-se no ocidente como
logica. Ela trouxe um conhecimento particular sobre uma
maneira particular de pensar. /.../ ”

% «Dje Vernunft, die ratio, entfaltet sich im Denken. Als das verniinftige Lebenswesen
mufll der Mensch denken kdnnen, wenn er will.” HEIDEGGER, Martin. Was heifit Denken?
Stuttgart: Reclam, 2001, p. 3.
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Este frutifero conhecimento particular constituiu-se na chamada
logistica, que passa a ser considerada como a unica forma possivel de uma
filosofia rigorosa, porque seus resultados e processos garantem uma utilidade
segura na constru¢do do mundo técnico. Esta filosofia do futuro assume o
poder sobre o espirito (der Geist). A logistica junta-se a Psicologia Moderna,
a Psicoandlise e a Sociologia formando, como filosofia do futuro, uma unido
perfeita. Este discernimento ndo corresponde ao todo das realizagdes
humanas. Assim, aprender a pensar nao ¢ perder-se em reflexdes sobre o
pensar. A luz que surge ao se pensar nao vem da lanterna da reflexdao. A luz ¢
propria do todo enigmatico que presta-se ao pensar. “O pensar pensa, quando
ele corresponde & duvida.” *®

HEIDEGGER chama a aten¢do para determinados julgamentos que sdo
considerados corretos contanto que correspondam aos fatos. Para andlise
desses julgamentos, ele toma as representagdes e afirma que aceitamos como
correta a representacdo que atende ao objeto representado, e acrescenta que

“Ha muito tempo iguala-se a exatidao da representacdo com a verdade, isto ¢, o ser

) . 5 29
da verdade determina-se da exatiddo da representacdo.”

Existem situagdes em que temos uma representacdo exata. Por exemplo,
se digo que hoje ¢ domingo esta afirmacdao ¢ correta caso ela direcione a
representacdo na seqiiéncia da semana e encontre o hoje como domingo. A
seqiiéncia ¢ um sinalizador. Porém, existem situa¢cdes nas quais ndo temos
sinalizadores, como ¢ o caso da identificacdo de uma arvore florida no campo.
A nossa representacdo precisa fixar a dire¢do no objeto. Caso o julgamento
seja incorreto, ou seja, a arvore florida ndo seja identificada, ndo se tem a
certeza do que ndo ¢ verdadeiro. Pode ser que a arvore ndo esteja florida ou
de que a representacdo da arvore florida ndo seja exata. Isto leva a perguntas:
0o que ¢é a representacdo e aonde ela fica? Na cabeg¢a? Na alma? Na

consciéncia? Assim como surgem perguntas sobre a existéncia do mundo. A

2 «“Das Denken iiber das Denken hat sich im Abendland als ‘Logik’ entfaltet. Sie hat
besondere Kenntnisse iiber eine besondere Art des Denkens zusammengebracht.” Idem,
ibidem, p. 16.

* “Das Denken denkt, wenn es dem Bedenklichsten entspricht.” Idem, ibidem, p. 17.

¥ “Man setzt seit langem diese Richtigkeit des Vorstellens mit der Wahrheit gleich, d. h.
man bestimmt das Wesen der Wahrheit aus der Richtigkeit des Vorstellens.” Idem,
ibidem, p. 23.
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resposta que parece atender a todos os que da representagdao se ocuparam ¢ a
de que o mundo ¢ o todo do real enquanto possa ser por nds representado. Isto
leva a crer que o mundo é a minha representa¢do. Segundo HEIDEGGER esta
foi a tonica de todo o pensar dos séculos XIX e XX.

A afirmacdo o mundo ¢é a minha representa¢do foi tratada por
Schopenhauer®’, em seu trabalho de 1818, Die Welt als Wille und Vorstellung
- O mundo como vontade e representag¢do, como sendo uma sentenca que se
iguala aos axiomas de Euclides, por ser uma afirmacdo que ndo pode ser
entendida tdo logo ouvida, pois ela trata da relagcdo entre ideal e real, ela ata
o mundo que esta na cabeca na direcdo do mundo que esta fora da cabeca e
constitui o carater distinto da filosofia da modernidade. Nessa perspectiva a
existéncia do mundo estd suspensa por um fio, o mundo ¢, toda vez, a
consciéncia na qual ele estd inserido.

Pelo fato de a filosofia ndo ter encontrado uma unidade sobre a questao
da representacdo, as especulagdes filos6ficas sdo abandonadas pelas areas
afins como as da Psicologia e Fisiologia ao estudarem como as representagdes
se ddo em seres vivos. Os pesquisadores adotam os procedimentos cientificos
da modernidade impulsionados pela vontade que langa o ser humano para a
frente, para o futuro a qualquer custo, mesmo que seja preciso romper com as
raizes.

O questionamento heideggeriano sobre o que sdo as representagdes nao
pretende fixar-se nas idéias postas pela ciéncia moderna nem tampouco saber
melhor daquilo que a ciéncia conhece. O que se pretende ao propor a Arte de
Pensar ¢ despertar o que diz respeito a relagdo homem—mundo e que se
encontra encoberto no ambito da ciéncia moderna. Portanto, pretende-se aqui
ficar fora do pensamento cientifico moderno. Pretende-se po-lo em epoché.

HEIDEGGER afirma:

Noés estamos fora da cié€ncia. Nos estamos em vez disto, por
exemplo, frente a uma arvore — e a arvore esta na nossa frente.
Ela se apresenta para ndés. A arvore e nds apresentamo-nos uns
aos outros, quando a arvore ali estd e no6s estamos em sua
frente. Nesta relacdo de um para o outro ¢ um frente ao outro,

% Cit. por HEIDEGGER, Martin. Was heifit Denken? op. cit., p. 24.
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sdo e estdo a arvore e no6s. Esta apresentagdo nao se trata de
representagdo, que em nossa cabega vibra.’!

r

Sem duavida, ao assumir a postura heideggeriana, que ¢ a

4

fenomenoloégica, escapa-se do distrito da ciéncia natural pois, quando se esta
frente a arvore, ndao se ¢ sO cabeca, sO mente, nem tampouco a arvore ¢ sO
flor, s6 tronco, nem se estd s6 sem mundo e sem 0s outros com quem se ¢ (e
estd) no mundo.

As ciéncias da Fisica, Psicologia e Fisiologia quando orientadas pela
Filosofia das Ciéncias, aquela que ao projetar-se para o futuro esquece o
passado, ndo tomam nenhuma arvore como verdadeira e real, ao contrario,
tomam-na como um vazio, como um esquema, porém, ao colocarmo-nos frente
ao mundo o deixamos onde ele sempre esteve e estd, tornando possivel a
apresentagdao do mundo ao homem e do homem ao mundo, ocorrendo a relagdo
intencional homem-mundo que constitui um solo, o Lebenswelt’’, que pode
revelar aquilo que ainda ndo se sabe sobre o mundo ¢ o homem.

Nessa perspectiva, o horizonte do significado do pensar no movimento
da construc¢do das estruturas da Algebra se modifica. Ele extrapola o distrito
do pensar matematico cientifico instituido no modo de ciéncia da civilizacdo
ocidental, pois sabe-se que o pensar ndo se dd independente daquilo que se
pensa, daquele que pensa, dos outros que pensam, € nem tdo pouco ¢ uma
reflexdo sobre o que esta instituido segundo determinadas categorias.

Pensar, como Arte de Pensar, ¢, desde o inicio, um movimento que
ocorre naqueles que pensam na presenca e na permanéncia do pensavel.
Pensar as estruturas da Algebra, nessa perspectiva, ndo significa pensar as

estruturas melhor do que os matemadaticos a pensam ou pensaram, mas buscar

31 «“Wir stehen ausserhalb der Wissenschaft. Wir stehen statt dessen z.b. vor einem

blihenden Baum — und der Baum steht vor uns. Er stellt sich uns vor. Der Baum und wir
stellen uns einander vor, indem der Baum dasteht und wir ihm gegeniiber stehen. In die
Beziehung zueinander-voreinander gestellt, sind der Baum und wir. Bei diesem Vorstellen
handelt es sich also nicht um ‘Vorstellungen’, die in unserem Kopf herumschwirren.”
Idem, ibidem, p. 25.

> Sobre Lebenswelt, mundo-vida, ver KLUTH, Verilda Speridido. 4 Rede de Significados:
Imanéncia e Transcendéncia: a Rede de Significagdo. In: BICUDO, Maria Aparecida
Viggiani. Fenomenologia — Confrontos e Avang¢os. Sdo Paulo: Cortez, 2000. Lebenswelt
apresenta-se como uma primeira determinag¢do intencional em busca do conceito; é o solo
no qual toda experiéncia acontece.
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aquilo que ainda ndo se esclareceu do pensdvel que se mostra ao se defrontar
com o movimento de sua construgdo/producao.

Para que tal intento seja realizado é preciso que as estruturas da Algebra
se apresentem como um todo e encontrem aqueles que a tomem em sua
totalidade. Junto a este espetaculo, pano de fundo dessa pesquisa, que ndo se
da sem espectador, poder-se-& vislumbrar o fenomeno do pensar no
movimento da constru¢do do conhecimento da estrutura da dlgebra,
indagando pela sua estrutura e pelas relagdes que o constituem, explicitando o
seu acontecer e seu modo de ser.

O grande desafio imposto pela interrogag¢do norteadora da pesquisa ¢ que
o espetdculo tem que acontecer e que esse acontecer possa exprimir e
legitimar as estruturas da Algebra no movimento de sua construcio/producio.
Para tanto, as estruturas da Algebra, historicamente construidas, tém que se
fazer presentes, darem-se como pensavel a pesquisadora, para que a luz do
pensavel ao ser pensado ilumine. E preciso reconstruir a realeza (autoctonia)
das estruturas da Algebra no caminhar investigativo. A necessidade da

reconstrucdo impde a busca de procedimentos.
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Capitulo Il

PROCEDIMENTOS E SEUS FUNDAMENTOS

O mundo ¢ o acontecimento apropriador
de clareira e iluminag¢do. O iluminar
claro, que pensa o sentido e refine com
concentracdo e¢ recolhimento, o iluminar
que conduz para o livre, esse iluminar ¢
um descobrir.

Martin Heidegger

O procedimento de uma investigagdo pode ser entendido como um modo
de proceder. A pratica desse modo de proceder pode vir a ser um método,
passivel de ser reproduzido no deslanchar da pesquisa. Assim, qualquer que
seja o modo de proceder do pesquisador, nele estd sempre presente o gérmen
de uma técnica.

A técnica ¢ usualmente entendida como um conjunto de regras que
determinam um procedimento a ser executado. Assim, ao se questionar a
técnica tem-se duas respostas imediatas: “Uma diz: técnica é meio para um fim.
A outra diz: técnica é uma atividade do homem.”” Nessas afirmac¢des pode-se
notar tanto as caracteristicas instrumentais da técnica, quanto suas
caracteristicas antropoldgicas que, ao serem consideradas, expdem os limites
de tudo que ¢ técnico. Segundo HEIDEGGER, a técnica ndo ¢ igual a sua
esséncia, ou seja, as suas caracteristicas bdasicas e a determinacido
instrumental da técnica ndo mostram essas caracteristicas. Ela propicia a
constatacdo do certo e do exato, sem que necessite, previamente, clarear o

que constitui o cerne de seu modo de ser.

3 HEIDEGGER, Martin. Ensaios e Conferéncias. Trad. Emmanuel Carneiro Ledo, Gilvan
Fogel, Marcia Sa Cavalcante Schubach. Petropolis: Vozes, 2002, p. 11.
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Sabendo-se que a técnica € um meio € que “um meio é aquilo pelo que se

9934

faz e obtém alguma coisa””, tem-se que admitir o surgimento de alguma coisa

\

pela técnica. Isto quer dizer que a técnica deixa chegar a vigéncia o que
ainda ndo vigora. Pode-se, entdo, afirmar que a técnica ndo ¢ um simples

meio. Para HEIDEGGER a técnica é uma forma de fazer surgir.

Era outro o lavradio que o lavrador dispunha outrora, quando
dis-por ainda significava lavrar, isto ¢, cultivar e proteger. A
lavra do lavrador ndo desafiava o lavradio. Na semeadura,
apenas confiava a semente as forgcas do crescimento,
encobrindo-a para seu desenvolvimento. Hoje em dia, uma
outra posi¢cao também absorveu a lavra do campo, a saber, a
posicdo que dispde da natureza. E dela dispde, no sentido de
uma exploragdo. A agricultura tornou-se industria motorizada
de alimentacgdo.®

No mundo moderno, as coisas produzidas pela técnica tornam-se
disponiveis, significando muito mais do que mera provisdo. Ha um radical
pensar logistico fazendo surgir, segundo DAVIS & HERSH’, o mundo
estocastico, regido por um sistema de elementos praticos e tedricos,
filos6ficos e metodoldégicos, nos quais a incerteza, heranca do pensar

cartesiano, € o aspecto dominante.

As estratégias das companhias de seguro, bem como as dos
fundos de previdéncia social, sdo postuladas com base em
nogoOes aleatorias. As votagdes, as amostragens, as prévias

eleitorais, as provas académicas, que constituem
empreendimentos de grande vulto, sdo baseadas em nogoes
estocasticas.’’

Vé-se assim que a técnica pode desencadear produgdes que nao mais se
reduzem ao mero fazer do homem. O homem ja se encontra a disposi¢do dos
descobrimentos quando se utiliza da técnica. Mais ainda, o homem pode
reduzir-se apenas a dispor a disponibilidade, ir reproduzindo como um

automato.

¥ Idem, ibidem, p. 13.

3 Idem, ibidem, p. 19.

% DAVIS, Philip J. & HERSH Reuben . O Sonho de Descartes. O mundo de acordo com a
Matemdtica. Trad. Mario C. Moura. Rio de Janeiro: Francisco Alves, 1988.

T Idem, ibidem, p. 20.
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Constata-se que nos procedimentos esta sempre presente a técnica e que
o desconhecimento das caracteristicas fundantes do procedimento fazem com
que a utilizacdo da técnica seja realizada de modo quase inconsciente
assumindo seus constructos, de modo natural, sem questionar suas entranhas.

Ao projetar-se para o procedimento de pesquisa as constatagdes sobre a
técnica que afirmam a existéncia do risco de deixar-se vir a vigéncia algo, do
qual ndo se sabe nada ou quase nada do seu surgimento, o conhecimento dos
fundantes do procedimento de pesquisa torna-se imprescindivel para aqueles
que querem ver com mais nitidez os constructos gerados pelas suas pesquisas.

A pesquisa que assume esse compromisso de entendimento deve
interrogar seu procedimento em seus principios e em seu primado a fim de
construir uma compreensdao abrangente das possibilidades abertas pela
pesquisa. Nesse panorama, a pesquisa assume uma atitude filoséfica frente a

seu procedimento. O pesquisar transforma-se em um filosofar.

1. SOBRE A HERMENEUTICA FILOSOFICA

Esse panorama de pesquisa, ora vislumbrado, constitui-se em uma
diretriz para a escolha do procedimento da pesquisa norteada pela
interrogag¢do: como se revela o pensar no movimento da constru¢do do
conhecimento das estruturas da Algebra? Essa pesquisa processar-se-a

segundo uma hermenéutica filoséfica, conforme explicitada por GADAMER™.

“A analitica temporal da existéncia (Dasein) humana, que
Heidegger desenvolveu, penso eu, mostrou de maneira
convincente que a compreensdo ndo ¢ um modo de ser, entre
outros modos de comportamento do sujeito, mas o modo de ser
da propria pré-senca (Dasein). O conceito “hermenéutica” foi
empregado, aqui, neste sentido. Ele designa a mobilidade
fundamental da pré-senca, a qual perfaz sua finitude e
historicidade, e a partir dai abrange o todo de sua experiéncia
de mundo. Que o movimento da compreensdo seja abrangente e
universal, ndo ¢é uma arbitrariedade ou uma extrapolagio

* GADAMER, Hans-Georg. Verdade e método - Tragos fundamentais de uma hermenéutica
filoséfica. Trad. Flavio Paulo Meurer. Rev. Enio Paulo Giachini. Petréopolis: Vozes, 1997.
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construtiva de um aspecto unilateral, mas estd, antes, na
natureza da préopria coisa.””’

GADAMER realiza uma investigacdo fenomenoldgica que coloca em
epoché os fendmenos compreensdo € a maneira de interpretar expressas
historicamente. @ Como fruto dessa analise tem-se uma conceituacdo de
compreensdo e interpretagdo corretas na medida em que sejam coerentes com
a natureza da presenga4o e uma reconceitua¢ao da tradigao.

A tradicdo outrora entendida como um entrave para a interpretacdo de
textos e obras, converte-se em experiéncia veiculada pela linguagem,
possibilitando a compreensdo/interpretagdo das obras humanas, no modo de
proceder no ambito do circulo hermenéutico gadameriano que se dd na
estrutura da pergunta e da resposta constituindo aquilo que o autor chama de
auténtica conversa¢do, que tem como pano de fundo o modo de ser das
presenc¢as. Essas idéias serdo explicitadas no decorrer desse capitulo.

Vislumbra-se, nessa obra, duas vertentes que encaminham o
procedimento a ser desenvolvido por essa pesquisa. Aquela que diz da
tradicdo enquanto experiéncia, portanto, presen¢a em mobilidade; e, aquela
que diz do modo de se aproximar da obra humana quando se quer
compreendé-la e interpreta-la, que ¢ o modo interrogativo entrelacado com a

possibilidade da resposta. Segundo BICUDO:

Interrogar o que é dito no texto, interrogar o tema, passa por
um trabalho hermenéutico que visa tirar do obscuro a
experiéncia primaria homem/mundo, as formas de elas serem

* Idem, ibidem, p. 16. Nota da autora: no texto o autor se utiliza da palavra coisa se
referindo aquilo que ¢ compreendido.

40 Pre-seng¢a: traduzida, do alemao Dasein, as vezes como Ser-ai, entendida segundo a
compreensdo possibilitada pela leitura da obra de Martin Heidegger onde, conforme
Carneiro Ledo, ela é uma abertura que se fecha e, ao se fechar, abre-se para a identidade e
a diferenca, na medida ¢ toda vez que o homeme se conquista e assume o oficio de ser,
quer num encontro, quer num desencontro, com tudo que ele é e ndo é, que tem e nao tem.
E esta pre-sen¢a que joga originalmente nosso ser no mundo. Mas ser-no-mundo nio quer
dizer que o homem se acha no meio da natureza, ao lado de arvores, animais, coisas e
outros homens. Ser-no-mundo ndo é nem um fato nem uma necessidade no nivel dos fatos,
Ser-no-mundo ¢ uma estrutura de realizagcdo. Por sua dinamica, o homem estd sempre
superando os limites entre o dentro e o fora. Por sua forga, tudo se compreende numa
conjuntura de referéncias. Por sua integracdo, instala-se a identidade e a diferenc¢a no ser
quando, tedrica ou praticamente, se diz que o homem ndo ¢ uma coisa simplesmente dada
nem uma engrenagem numa mdaquina e nem uma ilha no oceano. LEAO, Emmanuel
Carneiro. Apresenta¢do. In: HEIDEGGER, Martin. Ser e Tempo. Parte 1. Trad. Marcia de
Sa Cavalcante. 4 ed. Petropolis: vozes, 1993, p. 20.
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expressas lingiiisticamente, os recursos usados pela mente
humana e que estdo a disposicdo do contexto historico e social
(tradicao), carregados de significados ideologicos e ja
padronizados pela sociedade, os quais, por si, obscurecem ou
modificam (roubam) o sentido daquela experiéncia de que o
texto fala.*

A hermenéutica, quando tomada do ponto de vista filoséfico, ndo estd
sendo entendida como uma doutrina de métodos e técnicas das Ciéncias do
Espirito, e nem tampouco assumida em seu comportamento pratico ao exercer
o papel de hermenéutica teoldgica e de hermenéutica juridica, pois, hd muito,
a problemadatica posta pela hermenéutica vem forgando os limites impostos
pelo conceito metodoldgico das ciéncias, levantando questdes tais como: o
que é conhecimento cientifico? E qual ¢ a verdade que ele promove?

O estudo do fendomeno da hermenéutica, realizado por GADAMER, a
partir da tradi¢do historica, procura reconhecer nele uma experiéncia da
verdade, explicitado pelo autor como uma experiéncia da preseng¢a, que seja
ela propria uma forma de filosofar.

GADAMER afirma que, para que se possa refletir sobre o que ¢ verdade
nas Ciéncias do Espirito, é preciso haver um esfor¢o, no sentido de entender o
universo da compreensdo, procurando construir um novo relacionamento com
os conceitos que a propria Ciéncia do Espirito utiliza. Ele descreve o sentido
de suas investigacdes como sendo a busca do que ¢ comum a todas as

maneiras de compreender e pretende

/.../ mostrar que a compreensdo jamais ¢ um comportamento
subjetivo frente a um “objeto” dado, mas frente a historia
efeitual, e isto significa, pertence ao ser daquilo que ¢
compreendido./.../ Toda re-produ¢do ¢ imediatamente
interpretagdo, e quer ser correta enquanto tal. Neste sentido,
ela também é “compreensio.” ¥

Assim, quando esta pesquisa tem a inten¢do de reconstruir a realeza
(autoctonia) das estruturas da Algebra, tem-se a frente uma proposta de

reprodu¢do que ¢ interpretacdo ¢ compreensiao, ao buscar inspiragdo no modo

I BICUDO, Maria A Viggiani. 4 Hermenéutica e o trabalho do professor de Matematica.
Caderno 3. Sao Paulo: SE&PQ, 1991, p. 84.

* GADAMER, Hans-Georg. Verdade e método - Tracos fundamentais de uma hermenéutica
filosofica, op. cit., p. 19.
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da hermenéutica filosofica de Gadamer. A reflexdo gadameriana realiza um
passeio nos meandros da historia da hermenéutica, que assume o conceito
cunhado por HEIDEGGER de ser a compreensdo uma caracteristica da
presen¢a, que abarca o carater de projeto da compreensdo e de futuro da
presen¢a e que delineia sua historicidade possibilitando o colher “do comum”
das maneiras de se compreender e interpretar.

GADAMER inicia sua analise na pré-historia da hermenéutica romantica,
quando a doutrina da arte de compreender e interpretar havia se desenvolvido
em dois diferentes caminhos: o teoldgico e o filolégico. A hermenéutica
teologica ¢ estimulada pelo fato de que os reformistas nao viam a necessidade
da tradicdo cristd para a compreensdo adequada da Sagrada Escritura, e a
hermenéutica filoldgica é estimulada porque a literatura cldssica, por ter um
conteido de formacdao humana, sofria influéncia direta do mundo cristdo e
dele queria se desvincular.

Ambas tratavam de descobrir o sentido original dos textos e para isto era
necessario aprender linguas “maes”, como o grego ¢ o hebreu, assim como
aperfeigoar o latim. Segundo Palmer™®, interpretar, em hermenéutica, teve,
desde sua origem, o significado de dizer, explicar e traduzir.

Na hermenéutica teologica, LUTERO e seus seguidores transferem um
velho conhecimento da retdrica antiga, a relagdo circular do todo e das partes,
ao procedimento da compreensdo. A relagdo tornou-se, para eles, um principio
fundamental e geral que todos os aspectos individuais de um texto devem ser
compreendidos a partir do contexto, do conjunto e a partir do sentido unitério
para o qual o todo estd orientado. Para eles, a Biblia era a unidade, assim,
todos os outros textos deveriam ser interpretados segundo seu sentido.

J4& na hermenéutica filologica o principio fundamental era o de
compreender o texto a partir dele mesmo. Somente no século XVIII ¢ que foi
reconhecido que para compreender adequadamente a Escritura seria
necessario reconhecer a diversidade de seus autores e abandonar a unidade
dogmatica de um padrao. A partir dai, segundo GADAMER, a interpretagao
ndo mais se limita a aspectos gramaticais, mas também abrange aspectos

historicos.
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O velho principio interpretativo de compreender o individual a
partir do todo ja ndo podia reportar-se nem limitar-se a
unanimidade dogmatica do canon, mas dirigia-se a abrangéncia
conjuntural da realidade historica, a cuja totalidade pertence
cada documento individual.*

A partir dai ndo existem mais diferencas entre a interpretacdo de textos
sagrados e profanos. H4, entdo, uma hermenéutica elevada ao significado de
um Jrganon histéorico. Ela passa a ser considerada como a arte da
interpretacdo correta das fontes histdricas escritas, fazendo parte das
atividades da historiografia, que interpretava cada frase da fonte a partir de
seu contexto. Segundo GADAMER, a compreensdao era tomada como uma
doutrina da arte a servigo da praxis do filélogo ou do tedlogo.

Com 0 desenvolvimento da ciéncia hermenéutica de
SCHLEIERMACHER, que busca encontrar fundamentacdo tedrica do
procedimento comum do tedlogo e do filélogo, transcendendo os interesses €
buscando a compreensdao do pensamento, ¢ que o ponto central e nevralgico da
hermenéutica se mostra: a compreensdo. E ela entdo que se converte em

problema, pois SCHLEIERMACHER desloca a unidade da hermenéutica. Ele

/.../ ndo busca a unidade da hermenéutica na unidade de
contetido da tradi¢do, a que se deve aplicar a compreensdo,
mas a procura, a margem de todas especificidades de contetdo,
na unidade de um procedimento que nem sequer ¢ diferenciada
pelo modo como as idéias foram transmitidas, se por escrito ou
oralmente, se numa lingua estranha ou na prépria e
contemporanea. O esforgo da compreensdo tem lugar cada vez
que nao se da uma compreensao imediata e
correspondentemente cada vez que se tem de contar com a
possibilidade de um mal-entendido.*

Desta forma, SCHLEIERMACHER transforma o sentido da estranheza,
como sendo algo a ser superado pela hermenéutica, expandindo sua tarefa na

dire¢do do didlogo significativo, pois a estranheza esta ligada a

# Cit. por BICUDO, Maria A Viggiani. 4 Hermenéutica e o trabalho do professor de
Matematica,op.cit. p. 64 —67.

“ GADAMER, Hans-Georg. Verdade e método - Tragos fundamentais de uma hermenéutica
filoséfica, op. cit., p. 278.

 Idem, Ibidem, p. 280.
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individualidade do fu. Segundo ESPOSITO®, a tarefa da hermenéutica em
SCHLEIERMACHER, serd a de transcender a linguagem e aproximar-se do
pensamento do autor. Isso provoca um abandono gradativo da concepg¢do de
identidade entre pensamento e linguagem. O fundamento ultimo de toda a
compreensdo sera, portanto, sempre um ato divinatorio da indole possibilitada

pela vinculacao de todas as individualidades, dando origem ao método.

Cada qual traz em si um minimo de cada um dos demais, ¢ isso
estimula a adivinhag¢do por comparagdo consigo mesmo.*’

O método da compreensdo terda como meta tanto o que for comum a
todos, por comparagdo, quanto o peculiar de cada um por adivinhac¢do. Para
SCHLEIERMACHER nada do que se deva interpretar pode ser compreendido
em um s6 golpe, certificando-se, assim, que se aprende a compreender em um
movimento circular, o que o leva a postular a importdncia de compreender um
autor melhor do que ele proprio ter-se-ia compreendido, ganhando um plus de
conhecimento ¢ chegando a compreender a intenc¢ao inconsciente do autor.

Segundo GADAMER, a hermenéutica de SCHLEIERMACHER abrange a
arte da interpretacdo gramatical e psicoldégica. A extensdo de seus
pensamentos leva a idéia da superioridade do intérprete sobre o seu objeto,
assim, os textos sdo considerados como puros fendomenos de expressdo a
margem da sua pretensdo de verdade. Na  hermenéutica de
SCHLEIERMACHER, a obscuridade da histéria ndo causa problema, o que
causa problema ¢ a obscuridade do fu.

Para GADAMER ¢ espantoso o fato de que os historiadores tenham-se
apoiado nos trabalhos de SCHLEIERMACHER, chamados por ele de teoria
romdntica da individualidade, pois a meta maior dos historiadores nao ¢ a
compreensao de um texto isolado, mas a compreensao da totalidade dos nexos
da histéria da humanidade. GADAMER encontra uma resposta a esta questdo
nas articulagdes propostas por DILTHEY que realiza a transferéncia da

hermenéutica para a historiografia.

% ESPOSITO, Vitoria Cunha Helena. Hermenéutica: Estudo Introdutério. Caderno 2. Sio
Paulo: SE&PQ, 1991, p. 91.

" GADAMER, Hans-Georg. Verdade e método - Tragos fundamentais de uma hermenéutica
filoséfica. op. cit., p. 295.
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Dilthey /.../ toma conscientemente a hermenéutica romantica e
a amplia até fazer dela uma historiografia e até uma teoria do
conhecimento das ciéncias do espirito. A analise logica de
Dilthey do conceito do nexo na histéria representa, segundo a
questdo em causa, a aplicagdo do principio hermenéutico,
segundo o qual as partes individuais de um texto s6 podem ser
entendidas a partir do todo, ¢ este somente a partir daquelas,
sobre o mundo da historia. Ndo somente as fontes chegam a
nos como textos, mas também a realidade histdorica é em si um
texto que deve ser compreendido.*

Tanto a compreensdo da histéria universal quanto a compreensdao do tu,
podem ser consideradas como a compreensdo de uma individualidade estranha
que deve ser julgada a partir de suas peculiaridades, seus conceitos,
paradigmas, etc., porém, apesar disso, também pode ser compreendida nas
suas igualdades, porque o eu e o fu sdo momentos da mesma vida. Assim, as
ciéncias histéricas somente continuam o pensamento iniciado na experiéncia
da vida. Seu ponto de partida ¢ a significincia de determinadas vivéncias que
fundamentam o nexo da vida, tal como ele se oferece ao individuo e pode ser
revivido e compreendido no conhecimento biogrdfico de outros individuos. Na
andlise de GADAMER, os argumentos de DILTHEY tratam do viver e do
reviver do individuo. Ele desenvolve o modo como o individuo apreende um
contexto vital a partir do qual procura construir conceitos capazes de
sustentar o contexto histéorico e seu conhecimento. “Ele dava razdo a escola
histérica em que ndo existe um sujeito geral, mas somente individuos histéricos”*.

Os conceitos, construidos por ele, sdo conceitos vitais que diferem dos
da Ciéncia Natural, que lidam com sujeitos logicos, pois permanecem em seus
conceitos a identidade de consciéncia e objeto. Seria entdo preciso construir a
fundamentacdo epistemoldgica das Ciéncias do Espirito que as interligassem
com o vivido. Para tanto, DILTHEY procura diferenciar desde o inicio as
relacdoes do mundo espiritual das relagdes causais no nexo da natureza.
Segundo GADAMER, DILTHEY se apo6ia no trabalho inicial de HUSSERL,

Investigagcoes Logicas, e distingue o nexo estrutural, o nexo das rela¢des

® Idem, ibidem, p. 308.
¥ Cit. por idem, ibidem, p. 342.
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internas, o qual DILTHEY chamou de significado, do nexo causal, sem

contudo atentar para o fato de que em HUSSERL.

/... toda consciéncia ¢ consciéncia de algo; todo
comportamento ¢ comportamento para com algo. O para qué
(wozu) dessa intencionalidade, o objeto intencional, ndo é para
Husserl um componente psiquico real, mas uma unidade ideal,
um intencionado (Gemeinstes) como tal. Neste sentido,
Husserl tinha defendido na primeira investigacdo logica o
conceito de um significado ideal-unitdrio face aos
preconceitos do psicologismo 16gico.”

O que se pode compreender da hermenéutica proposta por DILTHEY, em
termos do velho principio, a relagdo circular entre o todo ¢ as partes, é que
ele toma a teoria da estrutura que constrdi sua unidade a partir de seu proprio
centro, para explicar o fato de que se compreende um nexo estrutural a partir
de seu centro, que também atende as exigéncias do pensamento historico de
compreender cada época historica a partir de si propria e de ndo a medir com
0 padrao de um presente estranho a ela. A partir de um nucleo pode-se, entdo,
construir um conhecimento histérico universal. Assim, o mundo histérico é
pensado como um texto a ser decifrado. A hermenéutica passa a ser mais do
que um instrumento. “E o medium universal da consciéncia historica, para a qual

ndo existe nenhum outro conhecimento da verdade do que compreender a expressao

e, na expressao, a vida.”"!

Na analise de GADAMER, DILTHEY nao menosprezou a significagao da
experiéncia da vida, tanto individual quanto universal, porém o individual e o
universal sdo determinados de maneira privada, a partir de seus proprios
centros ¢ mediante uma induc¢do nao-metddica, demonstrando a busca
incessante de uma descri¢ao adequada da experiéncia no seio das Ciéncias do
Espirito e da objetividade que se pode alcancar com elas. Havia, portanto, a
auséncia de uma sustentagdo epistemoldgica no trabalho de DILTHEY que
tecesse o “entre” do individual com o universal.

A critica geral filosofica da época recai sobre o imediatamente dado, nao
s0 com relacdo ao trabalho de DILTHEY, mas também com o trabalho de

HUSSERL, Idéias I de 1913. O que estava sendo realmente questionado, era o

O Idem, ibidem, p. 344.
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solipsismo™ detectado nas idéias apresentadas nas obras destes pensadores.
As idéias fenomenoldgicas desvencilham-se lentamente desse julgamento,
com o aprofundamento do pensamento husserliano, realizado tanto por
HUSSERL, cujo tema de pesquisa era a vida e que se torna absolutamente
claro somente em Idéias II, publicado em 1952, quanto por HEIDEGGER,
cujo tema de pesquisa era o ser, na obra intitulada Ser e Tempo, publicada em
1927.

GADAMER vislumbra um elo” entre as obras de HEIDEGGER e
HUSSERL e afirma que HEIDEGGER engajou-se na investigagdo da
intencionalidade, como entendida no ambito da Fenomenologia de

HUSSERL* e pode, assim, tornar consciente

/.../ de maneira geral, a radical exigéncia que se coloca ao
pensamento em virtude da inadequac¢do do conceito de
substancia para o ser ¢ o conhecimento histérico.”

O projeto de HEIDEGGER de uma fenomenologia hermenéutica
intitulada de hermenéutica da facticidade descreve a existéncia como
facticidade da presenc¢a. Ela ndo ¢ passivel de fundamentagdo nem tampouco

de deducdo. Ela deve ser a base de todo o questionamento fenomenolégico,

Uidem, ibidem, p. 367.

2 Solipsismo: 1. Filos. Doutrina segundo a qual a unica realidade no mundo é o eu: “o
equivalente concreto do que os filésofos chamam de solipsismo, isto ¢, da atitude que
consiste em sustentar que o eu individual de que se tem consciéncia, com as suas
modificagdes subjetivas, ¢ que forma toda a realidade” (Temistocles Linhares, Introduc¢do
ao mundo do romance, p. 463). Novo diciondario Aurélio da Lingua Portuguesa. 2* ed. Rio
de Janeiro: Nova Fronteira, 1986.

> Esse mesmo elo é também apontado por Merleau-Ponty: “Mas todo Sein und Zeit
nasceu de uma indicagdo de Husserl, e em suma ¢ apenas uma explicacdo do “natiirlichen
Weltbegriff” ou do “Lebenswelt” que Husserl, no final de sua vida, apresentava como
tema primeiro da Fenomenologia, /../.” MERLEAU-PONTY, Maurice. Fenomenologia da
Percepg¢do. Trad. Carlos Alberto Ribeiro de Moura. Sdo Paulo: Martins Fontes, 1994, p.
2. Nota da autora: Sein und Zeit em portugués Ser e Tempo; natiirlichen Weltbegriff em
portugués conceito de mundo natural.

> «/.../ Husserl distingue entre a intencionalidade de ato, que é aquela de nossos juizos e
de nossas tomadas de posig¢do voluntarias, a inica da qual a Critica da Razdo pura falou, e
a intencionalidade operante (fungierende Intecionalitét), aquela que forma a unidade
natural e antepredicativa do mundo e de nossa vida, que aparece em nossos desejos, nossas
avaliacdes, nossa paisagem, mais claramente do que no nosso conhecimento objetivo, e
fornece o texto do qual nossos conhecimentos procuram ser a tradi¢do em linguagem
exata.” Idem, ibdem, p. 16.

> GADAMER, Hans-Georg. Verdade e método - Tracos fundamentais de uma hermenéutica
filoséfica, op. cit., p. 369.
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pois ela ¢ ser ao existir. Desta forma, HEIDEGGER estabelece a diferenga
entre ser e ente, pois para ele o ser do ente ndo ¢ outro ente.

Segundo GADAMER “A tese de Heidegger era: o proprio ser é tempo. Com

9956

isso ele rompe todo o subjetivismo da mais recente filosofia””, aquela impregnada

do solipsismo. Como HEIDEGGER trata da facticidade que era apontada por
algumas correntes como um problema central do historicismo, pode-se, entado,
dizer que a ontologia fundamental heideggeriana tinha como pano de fundo o
problema da histéria. Com isso, a diferenciacdo entre Ciéncias do Espirito e

Ciéncias Naturais ja ndo faz sentido, pois

Compreender /.../ ¢ a forma originadria de realizacdo da pre-
senca, que ¢ ser no mundo. Antes de toda diferenciacdo da
compreensdao nas diversas diregdes do interesse pragmatico ou
teorico, a compreensdo ¢ o modo de ser da pré-sencga, na

. , T 57
medida em que € poder-ser e “possibilidade”.

A compreensdao e a interpretacao so0 se realizam frente a totalidade da
estrutura existencial, quer seja no caso do conhecedor ter a inteng¢do de
interpretar “o que ai esta” ou de extrair das fontes “como realmente foi”.
HEIDEGGER tinha como inteng¢ao desenvolver a ontologia da pré-estrutura da
compreensao, a estrutura da presen¢a. Para tanto, ele se aprofundou na
problematica da hermenéutica e das questdes historicas. Ele deriva a estrutura
circular da compreensdo a partir da temporalidade da presenca. Isto acarreta
um novo e fundamental sentido a estrutura circular. Como HEIDEGGER

mesmo afirma:

O circulo ndo deve ser degradado a circulo vicioso, mesmo que
este seja tolerado. Nele vela uma possibilidade positiva do
conhecimento mais originario, que, evidentemente, sO sera
compreendido de modo adequado, quando a interpretacdo
compreendeu que sua tarefa primeira, constante e ultima
permanece sendo a de nao receber de antemfo, por meio de
uma “feliz idéia” ou por meio de conceitos populares, nem a
posicdo prévia, nem a visdo prévia, nem a concepgdo prévia
(Vorhabe, Vorsicht, Vorbegriff), mas em assegurar o tema
cientifico na elaboragdo desses conceitos a partir da coisa, ela

mesma. 8

% Idem, ibidem, p. 389.
" Idem, ibidem, p. 392.
% Cit. por idem, ibidem, p. 401.
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O circulo descrito por HEIDEGGER tem um sentido Ontico e toda
interpretacdo correta projeta-se contra arbitrariedades e orienta sua vista “as
coisas mesmas”. Portanto, compreender um texto ¢ sempre projetar-se e, no
surgir de um primeiro sentido no texto, o intérprete prelinear um sentido todo.
A tarefa da compreensdao ¢ a de elaborar projetos corretos e apropriados as
coisas, que por serem projetos sdo antecipagdes que se devem confirmar nas
coisas. Sendo assim, a compreensdo atinge sua possibilidade maior de ser
quando as condi¢des prévias com as quais se inicia ndo sdo arbitrarias.

Tem-se, assim, uma nova postura frente a tradicdo presente no texto. Ja
ndo ¢ mais necessario assegurar-se contra a tradi¢do, mas manter afastado
tudo o que possa impedir de compreendé-la a partir da prépria coisa, como os
preconceitos que nao sdo percebidos € que ndo se tornam conscientes. Nesta
visdo, os preconceitos nao sao por si sO, necessariamente, positivos ou
negativos. Ao contrario, ¢ por meio dos preconceitos fundamentais e
sustentadores que se realiza o sentido do pertencer, constituinte da tradicao

do transmitido.

O tempo ja ndo € mais, primariamente, um abismo a ser
transposto porque divide e distancia, mas ¢é, na verdade, o
fundamento que sustenta o acontecer, onde a atualidade finca
suas raizes. A distdncia de tempo ndo ¢é, por conseguinte, algo
que tenha que ser superado. Esta era, antes, a pressuposi¢do
ingénua do historicismo, ou seja, que era preciso deslocar-se
ao espirito da época, pensar segundo seus conceitos e
representagdes em vez de pensar segundo os proprios, e
somente assim se poderia alcancar a objetividade histérica. Na
verdade trata-se de reconhecer a distdncia de tempo como
possibilidade positiva e produtiva do compreender. Ndo é um
abismo devorador, mas esta preenchido pela continuidade da
heran¢a histérica e da tradi¢cdo, a cuja luz nos é mostrado o
transmitido. Ndo serd exagero, se falarmos aqui de uma
genuina produtividade do acontecer.”

A distancia nao atrapalha, ela permite a expressao do sentido de alguma
coisa que ndo estd contida em um Unico texto, em uma Unica época histdrica e
permite distinguir os preconceitos fundamentais e sustentadores. A realizacao

desta distingdo ¢ uma tarefa hermenéutica. Ela se efetua a medida que os

¥ Idem, ibidem, p. 445.
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preconceitos daquele que compreende tornem-se conscientes € sejam postos
em suspensao. Por em suspensdo significa seguir a estrutura da pergunta, que
abre e mantém aberta as possibilidades. Nesta perspectiva, o pensamento
histérico tem que pensar ao mesmo tempo a sua propria historicidade. O
objeto historico ¢ uma relagdo constituida tanto da realidade histérica como
da realidade do compreender historico. Portanto, uma hermencutica
apropriada ao objeto em questdo deve desvelar, na propria compreensdo, a
realidade da histdria.

A realidade da histdéria se da pelos interesses que nao se restringem aos
fenomenos historicos e as obras transmitidas, mas também ao efeito dos
mesmos na histdria. Os efeitos sdo geralmente considerados como um mero
complemento do questionamento histérico. Suas andlises sdo tecidas

paralelamente a compreensdo dos fendmenos. Porém

Quando se quer compreender um fenOmeno histdrico a partir
da distdncia histérica que determina nossa situacgdo
hermenéutica como um todo, encontramo-nos sempre sob o
efeito dessa historia efeitual.®

A historia efeitual fixa antecipadamente o que se mostra como objeto de
investiga¢do, podendo obscurecer a verdade, o sentido deste fendmeno.
Assim, sempre que uma obra, uma tradi¢do, tiver que sair da obscuridade, da-
se a necessidade da conmnsciéncia da historia efeitual, que ¢, em primeria
analise, consciéncia da situa¢do hermenéutica, e a exigéncia do seu
questionamento.

Para GADAMER a consciéncia da historia efeitual tem a estrutura da
experiéncia, ¢ se dd na unidade de saber e efeito. Ao realizar-se uma
experiéncia com um objeto, ndo se tem noc¢do nitida das coisas, e desta
negatividade ¢ que se adquire um saber abrangente. Isto quer dizer que a
experiéncia que vivemos transforma o nosso saber, a tal ponto que ndo ¢
possivel passarmos duas vezes pela mesma experiéncia. Dizer ter passado por

uma experiéncia ¢ dizer que a vivemos. Deste modo, aquilo que antes era

inesperado agora ¢ previsto, originando o efeitual. Pode-se, entdo, dizer que

 Idem, ibidem, p. 449.
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compreensao ¢ uma forma de efeito. A essa estrutura de experiéncia,

GADAMER da o nome de dialética.

Aquele que experimenta se torna consciente de sua
experiéncia, torna-se um experimentador: ganhou um novo
horizonte dentro do qual algo pode converter-se para ele em
experiéncia.®

Como experimentador, ou melhor dizendo, experienciador, o homem
toma consciéncia de sua finitude, ele encontra seu limite no poder fazer e na
razdo planificadora. A auténtica experiéncia ¢, assim, experiéncia da propria
historicidade que para alcancar a autenticidade terd que refletir a estrutura
geral da experiéncia, aquilo que tem a ver com a tradicdo. No entanto, a
tradi¢do ndo ¢ um acontecer que se possa conhecer pela experiéncia direta, ela

¢ linguagem e fala por si mesma.

/.../ Estamos convencidos de que a compreensdo da tradigdo
ndo entende o texto transmitido como a manifestagdao vital de
um tu, mas como um conteido de sentido, desvinculado de
toda atadura para com os que opinam, para com o eu € o tu. Ao
mesmo tempo, o comportamento com relagdo ao tu e ao sentido
da experiéncia que nele tem lugar tem que poder servir a
analise da experiéncia hermenéutica; pois também a tradigdo ¢
um verdadeiro companheiro de comunicag¢do, ao qual estamos
vinculados como o estd o eu e o tu.”

Portanto, a consciéncia historica, que quer compreender a tradi¢gdo, ndo
pode deixar-se levar pela maneira metddica e critica da pesquisa que se
aproxima das fontes, como se elas fossem um escudo de protecdo dos seus
proprios juizos e pré-conceitos. E preciso que se pense também a propria
historicidade, caracterizando-se, portanto, como consciéncia da historia
efeitual, cujo correlato na experiéncia do tu ¢é experenciar o fu como tu, nao
desconsiderar sua pretensdo e deixar falar algo por ele, ter a abertura de
deixar valer em si algo contra si, se necessario o for, mesmo que ndo haja
nenhum outro que disto reclame. Déa-se a abertura para compreender o outro.

O correlato na experiéncia hermenéutica ¢ deixar valer a tradicdo em suas

proprias pretensdes.

' Jdem, ibidem, p. 522.
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A consciéncia da  historica efeitual vai mais além da
ingenuidade de comparar e igualar, deixando que a tradicdo se
converta em experiéncia ¢ mantendo-se aberta a pretensdo de
verdade que lhe vem ao encontro nela. A consciéncia
hermenéutica tem sua consumacdo ndo na certeza
metodologica sobre si mesma, mas na propria disposi¢dao a
experiéncia que caracteriza o homem experimentado face ao
que esta preso dogmaticamente.®

Hé4 de se esclarecer, portanto, como GADAMER indaga e descreve a
estrutura logica da abertura que caracteriza a consciéncia hermenéutica. Em
toda experiéncia encontra-se pressuposta a estrutura da pergunta. O
experenciar ndo se da sem o perguntar. Faz-se, portanto, necessdrio uma breve
explicitagdao sobre a pergunta.

E essencial de toda pergunta que ela tenha um sentido. Sentido entendido
como orientac¢do, dire¢do a algo. O interrogado ao ser perguntado ¢ visto sob
uma determinada perspectiva. O logos que desenvolve esta perspectiva do

interrogado ¢é sempre ja resposta e s6 tem sentido no sentido da pergunta.

Todo perguntar e todo querer saber pressupdem um saber que
ndo se sabe, mas de maneira tal que ¢ um nao saber
determinado o que conduz a uma pergunta determinada.”®

Tem-se a presenca de algo que ndo quer integrar-se nas opinides
preestabelecidas, chega-se, com isso, a um momento em que a pergunta se
impde e ndo se pode mais permanecer agarrado as opinides alheias postas.

A pergunta ¢ a arte de conduzir um didlogo auténtico. Constitui uma
dialética e, como tal, os interlocutores, a pergunta e a resposta ndo se
ignoram na conversacdo, revelando a estrutura de pergunta e de resposta
como compreensao.

E verdade que, ao compreender uma obra humana ou um texto, é o
intérprete que os compreende e que os traz a fala, a partir de si proprio,
porém orientado pela pergunta que se refere a resposta latente na obra ou no

texto. Se por um lado, o texto tem que ser entendido como resposta a pergunta

2 Idem, ibidem, p. 528.
8 Idem, ibidem, p. 533.
% Idem, ibidem, p. 539.
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que pergunta, por outro lado, a laténcia de uma resposta pressupde uma
pergunta, aquela que o texto responde. E mais, pressupde que aquele que a

formule tenha sido alcancado e interpelado pela prépria tradigao.

O que a ferramenta do “método” ndo alcanga tem de ser
conseguido e¢ pode realmente sé-lo através de uma disciplina
do perguntar e do investigar, que garante a verdade.®

Verdade entendida como o desvelamento do sentido, ou seja, a
compreensdo a que se chega ao expor o afirmado ao processo continuo,
cuidadoso - porque metdédico e critico, de tirar as vendas ou véus que
encobrem o sentido.

Ao assumir como pano de fundo a hermenéutica filos6fica gadameriana,
investigar a interrogacdo: como se revela o pensar no movimento da
constru¢do do conhecimento das estruturas da Algebra? construird uma
trajetoria livre de métodos, porém rigorosa ao exercer a disciplina de
perguntar que permite a constru¢do da conversag¢do auténtica, dialética, das
perguntas que surgem no desenrrolar da pesquisa com as suas respostas

latentes, passiveis de compreensdo nas obras humanas.

o~

Obras humanas, pensadas agora como textos, que serdo evidenciados
medida que eles se apresentem como uma possibilidade de resposta latente a
pergunta formulada. O modo investigativo, assumido nesta pesquisa fica,
assim, caracterizado como aquele que se sustenta na estrutura de resposta e de
pergunta, enquanto compreensao.

A filosofia hermenéutica de GADAMER possibilita compreender as
estruturas da A'lgebra como uma tradi¢do, como uma obra humana, como
experiéncia hermenéutica. Tomé-la como tal, ¢ colocar-se no movimento de
consciéncia da histéria efeitual da Algebra Abstrata. Algebra, agora, pensada
como um texto matematico inserido na tradi¢do da Matematica, como
fendmeno historico, sujeito aos significados ideoldgicos que constituem sua
historicidade, uma historicidade inserida na historicidade da Matematica, e,

portanto, na historicidade humana.

% Idem, ibidem, p. 709.
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Em conseqiiéncia da constatacdo de que a Algebra possa ser considerada
como um fendmeno histérico inserido na tradicdo Matematica, o procedimento
de pesquisa tornar-se-4 mais claro ao se esclarecer o significado de Historia

assumido nessa pesquisa.

2. SOBRE O APRIORI UNIVERSAL DA HISTORIA

As idéias heideggerianas que explicitam a historicidade do ser, em seu
primado como ser-no-mundo, acontecer da presen¢a que se projeta delineando
o vir-a-ser ¢ ter-sido e que da a dimensdo temporal ao ser, sdo entendidas e
espandidas na afirmacao de BICUDO ao descrever o significado de histéria

presente na fenomenologia:

Movimento vital da pre-senca que sendo no mundo coexiste
com outros seres, projetando no tempo e no espaco suas
possibilidades de ser. Possibilidades essas entrelagadas ao
horizonte historico constituido pelas formagdes originais e
pelas sedimentag¢des efetuadas pela tradicdo e pelas expressdes
manifestas na linguagem. *

Os elementos incorporados pela autora sobre a Historia dizem respeito a
tradicdo histérica enquanto experiéncia hermenéutica que ¢ linguagem e,
como tal, importa e transmite as sedimentag¢des culturais efetuadas. Idéias
coerentes ao pensamento gadameriano exposto anteriormente. Ainda segundo
BICUDO, a historia flui temporalmente modificando-se, mas
concomitantemente retém-se algo - as sedimentagdes - que se estabelece
mediante sinteses de transi¢do portadoras de modos de pensar e de fazer de
uma comunidade. Isto ndo quer dizer que a historia se faga de maneira

cumulativa,

Como se fosse constituida por soma de partes justapostas, mas
que se estrutura pela organizagdo possibilitada pelas
interrogacdes interrogadas as quais conduzem as
interpretagdes dos efeitos e contextos, permitindo a

% BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. Tempo, tempo vivido e histéria. Bauru: EDUSC,
2003, p. 87.
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formulacdo de concepgdes que, por sua vez, articulam a visao
de sua totalidade.

Na visdao fenomenologica de histéria, aquela que comporta uma visdo de
mundo ¢ de homem construida a partir da relagdo intencional homem-mundo
que tem o Lebenswelt (mundo-vida) como fundante e que ¢ tradi¢do passivel
de ser vivida, estd presente a possibilidade da compreensdo dos nexos
historicos da humanidade que constituem uma historia universal legitimada
pelo Lebenswelt (mundo-vida) solo de todas as vivéncias. Lembrando
GADAMER, entender os nexos histéricos da humanidade é a meta maior dos
historiadores.

Uma vez posto como a Histdria, enquanto Ciéncia do Espirito, estd sendo
compreendida na trajetéria da pesquisa do: como se revela o pensar no
movimento da constru¢do das estutruras da Algebra? é importante explicitar
como as idéias que descrevem a historia universal como tradi¢cdao nas Ciéncias
do Espirito, articulam-se com a Ciéncia Matematica, por ser a Algebra um
campo desta ciéncia, e quais possibilidades abrem-se com esta articulacdo, ao
se tomar a Algebra como um texto matemético inserido na tradi¢io da
Matematica ocidental, tanto do ponto de vista historico e filoséfico, quanto
das possiveis contrubui¢gdes que essa articulacdo possa trazer para os
procedimentos da pesquisa.

No horizonte dessa articulagdo, surgem perguntas que se referem
diretamente a natureza dos objetos matemadticos e de seu estabelecimento na
vida cultural, tais como: de que continuidade se fala quando afirmamos que a
Matematica ¢ continua? O que seria a Matematica para mostrar-se continua,
sem ser uma soma de partes justa postas? O que seria a Matemadatica para
mostrar-se nao inteiramente dependente de pressupostos conceituais € nem
tampouco impermeabilizada as influéncias de novas formas de pensamento?
Como podemos descrever sua duracdo no tempo e nas diversas civilizagcdes?
Como considerar as suas mais diversas formas de expressdao? Como falar de

sua trajetoria histoérica?

% BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. Concep¢do de Histéria presente no pensar
husserliano. In: Anais do V Semindrio de Historia da Matematica, UNESP, Rio Claro, p.
139.
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Edmund Husserl (1859-1938) da respostas a estas questdes no campo da
fenomenologia, em um anexo datado de 1936, intitulado: Die Urstiftung und
das Problem der Dauer. Der Ursprung der Geometrie, em portugués O
estabelecimento e o problema da dura¢do. A origem da Geometria, no qual
ele explicita uma filosofia histérica das ciéncias tomando como exemplo a
Geometria. O texto, porém, refere-se a todas as disciplinas® que se ocupam
com as estruturas matematicas existentes no espaco-tempo puro. Este texto ¢
um dos componentes de um trabalho mais amplo que busca compreeender a
crise da Ciéncia Européia Contemporanea.

E preciso abrir-se um parénteses para explicitar-se alguns detalhes que
mobilizaram HUSSERL a articular as idéias expostas nesse artigo. Segundo a
anilise de STEINER® sobre as idéias husserlianas, o projeto da Ciéncia
Ocidental se faz em torno da questdo: Pode-se através da doxa, da mera
opinido, galgar o saber verdadeiro, episteme? Junto a isso desenvolve-se
também a idéia de humanidade européia - europdischen Menschentum’
expressdo que se torna estranha para o proprio europeu.

Nessa andlise, STEINER evidencia o engano da Ciéncia Moderna ao
assumir o conhecimento absoluto como aquele sem relativismo. A articulagao
das idéias fenomenoldgicas que apontam para esse engano tém como principio
que a toda visdo (Sicht) é necessdrio uma orienta¢do (Ansich”) ou seja, a
objetividade s6 pode ser esclarecida pela subjetividade constituinte.

Isto quer dizer que o conhecimento absoluto, como conhecimento
objetivo ¢ ele proprio relativo a outro conhecimento relativo. O conhecimento
absoluto se constitui pela orientagdo do principio das ciéncias, a idéia de
Episteme. Em outras palavras, no mundo das ciéncias ndo existe conhecimento
sem perspectiva. O proprio conhecimento absoluto ¢ perspectival.

Para a fenomenologia, o solo, no qual toda perspectiva imaginavel pode

ser tomada, ¢ o Lebenswelt (0 mundo-vida). Sustentado por essa concepc¢do de

% Nota da autora: Conserva-se nesse texto a palavra disciplina(as) por ser a palavra usada
pelo autor, porém entende-se que essa palavra poderia ser substituida por drea(as) ou
campo(os).

% STEINER, Uwe C. Husserl. Miinchen: Diederichs, 1997, p. 9-67.

" Nota da autora: Menschentum ¢ uma palavra alemd do século XVII, que foi substituida
pela palavra, Menschenheit, em portugués humanidade, usada até os nossos dias.

" Nota da autora: Anmsicht tem também, em determinados contextos, o significado de
atitude e opinido.
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mundo, HUSSERL procura restituir na medida do possivel e imaginavel o
auténtico sentido (Sinn) de objetividade, nao contemplado pela Ciéncia
Natural.

O texto sobre 4 Origem da Geometria estd colocado em um capitulo
intitulado Der Sinn in der Geschicht und in der Lebenswelt — O sentido na
Historia e no Lebenswelt (mundo-vida). O titulo faz uma sugestio da tao
desejada ponte objetiva entre a vida subjetiva e a vida na Histdéria, sonho de
muitos pensadores como DILTHEY, tecida por GADAMER nas Ciéncias do
Espirito ao colocar a compreensdo em epoqué, que sera agora tecida por
HUSSERL nas Ciéncias em Geral e, em particular na Matematica, ao
tematizar o sentido (Sinn).

A analise husserliana foca o tema sentido no ambito da subjetividade, da
intersubjetividade ¢ da objetividade, tomando-o como o fio condutor que tece
a rede de conhecimento cientifico historicamente atualizado engendrado na
rede de vivéncias do percebido, do intuido, do falado e do escrito. Mostrando
que a mais simples vivéncia de evidéncia tem a ver com a objetividade.

HUSSERL explicita as ocorréncias geradoras de sentido nos trés ambitos
e a transmissao de sentido de uma para a outra. Ele abre a possibilidade de
que a mais simples vivéncia de evidéncia pode ter algo com a objetividade
cientifica matemadtica ocidental.

Para HUSSERL, as ciéncias, em seus mais diversos estagios de

desenvolvimento devem ser vistas como tradi¢des, ¢ afirma:

Em uma infinidade de tradi¢gdes movimenta-se a nossa
existéncia humana. O mundo cultural todo esta dado por todas
as suas formas de tradi¢do. Elas ndo se tornaram casualmente
como tal, ndés sempre soubemos que tradi¢do, justamente
tradigdo, torna-se, em nossos espacos humanos de atividades
humanas, também espiritual (geistig) — também quando nos,
em geral, nada ou quase nada sabemos da determinada
proveniéncia e de fato da realizada espiritualidade. E, ainda
assim, repousa neste “ndo saber nada”, em todas as partes, e
em esséncia, um implicito saber, assim como para o explicito,
um saber de incontestavel evidéncia.

" “In einer Unzahl von Traditionen bewegt sich unser menschliches Dasein. Die gesamte
Kulturwelt ist nach allen ihren Gestalten aus Tradition da. Als das sind sie nicht nur
kausal geworden, wir wissen auch immer schon, daB Tradition eben Tradition ist, in
unseren Menschheitsrdumen aus menschlicher Aktivitdt, also geistig geworden — wenn wir
auch im allgemeinen von der bestimmten Herkunft und der faktisch hierbei
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As realizagdes humanas tradidionais iniciam-se com uma naturalidade
superficial, comecam de materiais disponiveis a mao, que possibilitam uma
realizacdo primeira. Basta que se pense nos primeiros achados culturais de
que se tem noticia, como o uso de pedras para determinados fins na pré-
histéoria. Do superfical, se ¢ conduzido ao profundo. Isto se d& quando se
interroga a realizagdo primeira. A interrogacdo dé& sentido e direciona as
respostas mantendo a universalidade e a aplicabilidade para todo individual e,
ao mesmo tempo, para um caso isolado, possibilitando, assim, uma aquisicao
totalizadora de aquisi¢des. Isto ocorre com todas as ciéncias, portanto, ¢
preciso que as ciéncias tenham tido um comeg¢o histérico, que, por sua vez,
precisa ter uma origem em um realizar de uma constru¢cdo vitoriosa, que se
deixa questionar, estendendo-se a novos atos humanos pelo trabalho continuo
de interrogar.

As disciplinas matematicas vistas como tradi¢do, sao realizagdes
humanas, tém sua origem estabelecida ao ter sido uma primeira aquisi¢cdo
originada de uma primeira atividade subjetiva criadora possibilitada por uma
evidéncia origindria que tem como solo o Lebenswelt. Contudo, as disciplinas
matematicas estdo sujeitas a um dinamismo realizador de sinteses continuas
em que todas as aquisi¢des anteriores continuam vdalidas formando uma
totalidade, de tal forma que, em cada presenca total, como sentido
historicamente construido, dadas nas sinteses, estd a premissa total para a
aquisicao de um novo nivel. Desta forma, o sentido das aquisi¢gdes anteriores
fica conservado, ao menos, em suas caracteristicas nucleares.

Desta feita, pode-se dizer que o sentido total na temporalidade ndo pode
estar presente no inicio. Ali ha uma formag¢do primitiva, o sentido que aparece
no movimento da continuidade da realizacdo primeira, que ¢ forma de
expressdo com sentido atual, abre-se para um nova significacdo e, na
evidéncia das realizagdes, primeira e posteriores, estd presente a

intencionalidade.

zustandebringenden Geistigkeit nichts oder so gut wie nichts wissen. Und doch liegt in
diesem Nichtwissen {iberall und wessensmissig ein implizites, also auch zu explizierendes
Wissen, ein Wissen von unanfechtbarer Evidenz.” HUSSERL, Edmund. Die Urstiftung und
das Problem der Dauer. Der Ursprung der Geometrie, op. cit., p. 438.
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Evidéncia significa nada mais do que o apreender consciente
de uma entidade em seu original ser-ai. Realiza¢des vitoriosas
de um projeto sdo evidéncias para a subjetividade, em cuja
realizagio esta o obtido mais original do que isto é dado.

Toda formag¢do de sentido, que se projeta a uma realizacdo, tem seu
inicio em uma sintese intencional. E nela estdo presentes as aquisi¢des
anteriores, como sinteses de transi¢do e, por conseguinte, a evidéncia
origindria da primeira realizacio. E nesse sentido que HUSSERL afirma que,
na realiza¢do, o obtido ¢ mais original do que o percebido ou intuido.

Portanto, ao se perseguir o pensamento husserliano tecido sobre a
tradi¢do matematica, deve-se ter em mente que os objetos matematicos tém
uma origem inicial, aquela estabelecida por uma aquisi¢do origindria de uma
primeira atividade humana possibilitada por uma evidéncia subjetiva que tem
como solo o Lebenswelt (mundo-vida), e que projeta o original sentido no
subjetivo daquele que viveu a evidéncia.

Deste ato participam todos os que viveram, vivem ou viverdo a
evidéncia. Essa maneira de fazer-se presente a muitos, em tempos distintos e
de forma genuina, porque ¢ a mesma para todos em termos estruturais, gera
objetividade no ambito da subjetividade e dd a realizagdo matematica
primeira, e a suas derivagdes, uma singular atemporalidade e nao-
independéncia porque essas realizacdes necessitam de alguém que as
realizem. A objetividade caracteriza-se, portanto, como uma objetividade
ideal em contraste com a objetividade real que ¢ temporal e independente por
estar mercé de sua propria natureza.

Desta forma, intencionar o inicio, a origem, ndo ¢ buscar um inicio
perdido no tuinel do tempo em terras estranhas, mas ¢ buscar compreender a
evidéncia originante e os modos de expressdo pelos quais foi mantida no
mundo, mesmo que expresso por um unico individuo.

O que foi até aqui exposto revela o entendimento das disciplinas
matemadticas vistas no ambito do sujeito. Porém, a existéncia da Matematica

ndo ¢ psicoldgica, ndo tem uma existéncia objetiva restrita ao subjetivo. Ela ¢
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acessivel a todos os homens de todos os povos e de todas as épocas, embora
se apresente de maneira variada e especial nas diversas culturas. Frente a isso
fica a pergunta: Como se da a objetividade matematica de uma subjetividade
para outra subjetividade?

Para que se possa compreender o encaminhamento que HUSSERL da a
esta questdo, ¢ importante salientar que na Lingua Portuguesa, nao se
diferencia com clareza as palavras sentido e significado, porém segundo
DERRIDA a palavra significado, Bedeutung em alemdo, e a palavra sentido,
Sinn em alemao, sao usadas por HUSSERL com distintas fun¢des: uma se

refere a linguagem e a outra aos objetos intuidos ou percebidos.

Bedeutung ¢é reservada ao conteudo de sentido ideal da
expressdo verbal, do discurso falado, ao passo que o sentido
(Sinn) cobre toda a esfera noematica até em sua camada ndo-
expressiva.’

Assim, o termo sentido deve ser interpretado como sendo aquele sentido
que cobre a esfera noematica, que ¢ dada na vivéncia da evidéncia e que nao
esta restrita ao sentido ideal da expressdo verbal ou escrita. Esta distingdo ¢
fundamental no entendimento das idéias que serdo expostas, pois a
objetividade ideal matematica conquistada pela subjetividade ¢
compartilhada com outras subjetividades pela linguagem que expressa.

De modo geral, a comunica¢ao humana se d4& de modo consciente. O
homem ¢é consciente do mundo como horizonte de vida da humanidade. Assim,
sempre estd distinto no horizonte de mundo o horizonte de mundo que ¢ de um
individuo e aquele pertencente aos seus proximos, mesmo sem suas presengas.
Tem-se entdo, de inicio, um entendimento mutuo, ou seja, o mundo que se me

apresenta nao ¢ por principio s6 meu.

Neste sentido, a humanidade ¢, para cada homem, para o qual
ela ¢ nds-horizonte, uma comunidade de Poder Expressar
(Aussprechen-Konnes) naturalmente compreensivel, plena e
reciproca, e nela pode qualquer um e tudo, o que ao redor de

" Evidentz besagt gar nichts anderes als Erfassen eines Seienden im Bewusstsein seines
originalen Selbst-da. Gelingende Verwirklichung einer Vorhabe ist fiir das tdtige Subjekt
Evidenz, in ihr ist das Erwirkte originaliter als es selbst da. Idem, ibidem, p. 440.

7 DERRIDA, Jacques. 4 voz e o Fenémeno. Rio de Janeiro: Jorge Zahar Editor,1994, p.
27.
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sua humanidade ¢é, estar sendo tratado como objetivo./.../
Mundo objetivo é desde o inicio, mundo para todos, o mundo,
que todo homem tem como horizonte de mundo. O seu ser
objetivo pressupde homem, como homem de sua linguagem
universal.”

HUSSERL afirma ainda que a comunicacdo no horizonte da humanidade
ocorre por intermédio da linguagem, que ¢ correlata ao mundo e esta,
portanto, relacionada ao universo de objetos capazes de serem expressos
lingliisticamente. Assim, a objetividade ideal, como componente do horizonte
de mundo ¢ veiculada, compartilhada e mantida no corpo lingiiistico que a
carrega com seu sentido (Sinn) e significado (Bedeutung).

Por intermédio do entendimento possibilitado pela linguagem, a
realizagdo origindria, bem como o produto de um ato subjetivo, pode ser
recompreendida por outro. Da-se, assim, um reproduzir de pessoa a pessoa e,
no encadeamento do entendimento desta repeti¢do, estd a evidéncia daquilo

que ¢ o mesmo também para o outro.

A repeticdo de um modo de comunicar que se mostra bem-
sucedido constitui um substrato para que a légica subjacente a
essa linguagem se instaure, fortalecendo-se a medida que
impde aos sujeitos falantes modos de estruturar a linguagem
que dizem da experiéncia vivida, da evidéncia, do insight.”

HUSSERL alerta para o modo de ser da formacdo das repeti¢des
afirmando que: “A formacdo repetida e produzida torna-se consciente na

unidade de uma comunidade de/para comunica¢dao de vdarias pessoas, nao

7“In diesem Sinn ist die Menschheit fiir jeden Menschen, fiir den sie sein Wir-horizonte
ist, eine Gemeinschaft des sich wechselseitig normalerweise voll verstdndlich
Aussprechen-Konnes, und in ihr kann jedermann auch alles, was in der Umwelt seiner
Menschheit da ist, als objektiv seiend besprechen./../ Objetive Welt ist von vornherein
Welt fiir alle, die Welt, die “ jedermann” als Welthorizont hat. Thr objetives Sein setzt
Menschen als Menschen ihrer allgemeinen Sprache voraus.” HUSSERL, Edmund. Die
Urstiftung und das Problem der Dauer. Der Ursprung der Geometrie, op. cit., p. 443.

* BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. Tempo, tempo vivido e histéria, op. cit., p. 66.
Conforme explicitacdo em sessdo de orientagdo: O significado de subjacente, enquanto o
que subjaz a linguagem ndo revela a totalidade do que ocorre no processo de comunicagao
pela linguagem. “Pois, quando ja sedimentada histérico-culturalmente, a linguagem
proposicional sustenta-se em uma estrutura. E, quando em processo de se edificar, a
estrutura, fruto dos modos repetidos de dizer de uma comunidade, permanece sobre. Seria
assim, mais claro se se falasse em sub/sobrejaz”.

49



como igual mas como universal.””’. Com isto, o autor quer dizer que a
formacao das repetigdes ndao se da por comparacdao, no sentido de que seja
preciso conhecer-se todas as possiveis variagdes e depois tomar aquilo que
fosse igual em todas, ou contrario disto, a repeticao se d4 mediante aquilo que
estd e ¢ nuclear em qualquer variacdo, mesmo naquelas de que ndo tenhamos
conhecimento. Essa afirmag¢dao fenomenologica ¢ decorrente do fato de as
idealidades terem como solo constituinte o Lebenswelt (0o mundo-vida). Esse
nuclear é que constitui a intersubjetividade.

Portanto, a intersubjetividade ja esta presente enquanto possibilidade na
relagcdo intencional homem-mundo no ambito da evidéncia subjetiva que cobre
a esfera noemdtica. A intersubjetividade se da no horizonte de mundo que ¢
de um, mas que também ¢ do outro, pela empatia.

E preciso, porém, considerar que a objetividade de uma formacdo ideal
da-se no decorrer de um tempo - individual e comunitario - que extrapola a
temporalidade das existéncias. Assim, a objetividade de uma formagdo ideal
precisa estar apta a uma recompreensdo em sua transmissibilidade, isto quer
dizer que algo dela permanece, de alguma forma, no mundo-horizonte. Para
HUSSERL, a transmissibilidade acontece na forma de linguagem escrita, na
expressdo lingiiistica documentada, que eleva todo o legado humano a um

novo nivel.

/.../ com a escrita mantém-se a possibilidade de ser reativada a
evidéncia da reunido de experiéncias aparentemente
desarticuladas, expressa pelo sujeito que originariamente viu e
expds essa articulagdo.”™

Porém, a aproximacao da linguagem como fonte de conhecimento nao
pode ser realizada de maneira ingénua, entregue a tentacdo lingliistica que
restringe o entendimento a elaboragdo de associagdes regidas pela Logica da
propria linguagem. Sem duvida, o entendimento associativo propicia a

reativacdao de um origindrio, porém um origindrio que ¢ proprio da Logica

“In der Einheit der Mitteillungsgemeinschaft mehrerer Personen wird das wiederholt
erzeugte Gebilde nicht als gleiches sondern als das eine Allgemeinsame bewusst.”
HUSSERL, Edmund. Die Urstifung und das Problem der Dauer. Der Ursprung der
Geometrie, op. cit., p. 445.

® BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. Tempo, tempo vivido e historia, op. cit., p. 67.
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presente na linguagem e nao necessariamente daquilo que ela expressa, e que,
contudo, também inaugura uma transmissdo deste seu originado especifico.
Segundo HUSSERL esta ¢ a razdo porque as disciplinas matematicas hoje
estudadas encontram-se tdo longe de seu sentido origindrio, aquele do mundo-
vida que se da na relagdo intencional homem-mundo. O que transmitem
refere-se, muitas vezes, a Logica, porque as disciplinas matematicas estdo
inseridas nas chamadas disciplinas dedutivas, nas quais a seqiiéncia ocorre em

forma de conseqiiéncia. Ele chama a atencdo para o fato de que:

A evidéncia originaria nao pode ser confundida com a
evidéncia dos axiomas; pois os axiomas sdo, em principio,
resultados da formacdo de sentido originarios e ja tém
evidéncia originaria atras de si. ”

E entdo necessario um entendimento das disciplinas matematicas que
reative o sentido originario, mediado necessariamente pela linguagem, pois os
simbolos da escrita sdo experenciados corporeamente em seus sentidos e em
possibilidade continua de experienciar a intersubjetividade
concomitantemente. Existe, portanto, uma passividade lingliistica que pode
ser transformada com a finalidade de reativar a evidéncia do sedimentado.

No caso das disciplinas matematicas que tratam de objetos ideais, o
sedimentar e o reativar produzem idealidades em nivel superior. Como
compreendé-las sem reativar os niveis de conhecimento anteriores? Como
considerar todo esse conhecimento? Qual ¢ a possibilidade da reativac¢ao das
disciplinas matematicas entendidas como ciéncia dedutiva, mesmo que elas
nao s6 deduzam? Como ultrapassar o encadeamento 16gico dedutivo?

Para HUSSERL, vale a lei fundamental que afirma: caso as premissas
sejam realmente reativadas até a evidéncia origindria, assim também serdo
suas conseqliéncias evidentes e, uma vez isto realizado, surgird aquilo que
precisa ser produzido da evidéncia originaria por meio da cadeia da Logica,
tal qual a fenomenologia a compreende. De modo breve, ha que se perceber o

sentido do transmitido. Voltaremos a esse assunto nos proéximos capitulos.

7 «Urspriingliche Evidenz darf nicht mit der Evidenz der “Axiome” verwechselt werden;
denn Axiome sind prinzipiell schon Resultate urspriinglicher Sinnbildung una haben diese
selbst immer schon hinter sich”. HUSSERL, Edmund. Die Urstifung und das Problem der
Dauer. Der Ursprung der Geometrie, op. cit., p. 450.
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HUSSERL afirma que esta hipdtese, da lei fundamental, dificilmente ¢
executada. Basta observar o que se aprende nas aulas de geometria, por
exemplo. Lida-se com conceitos prontos e asser¢des em métodos rigidos, pois
na ilustracdao sensivel dos conceitos, na figura do desenho, esconde-se o que
fez com que a idealidade viesse a ser realizada, em sua forma originaria. O
que na verdade se evidencia ¢ o resultado pratico da geometria pratica. Ja na
hereditariedade das asser¢des e do método podem ser formadas novas
idealidades ldgicas que permanecem, através do tempo, sem interrupcgao,
porém sem herdar a reativagdo do comeco ¢ nem tampouco tocar o material
que deu a toda assserc¢ao, a toda teoria o sentido evidente e origindrio.

A tradi¢do Loégica, quando tomada isoladamente, apresenta-se
intransponivel. Porém, ao considerd-la como constituinte do horizonte da
humanidade ¢ do mundo, no horizonte historico atual, ndo s6 ela estd presente
como também os homens atuais. Portanto, a estrutura de ser deste horizonte —
homem e tradicdo Logica pode ser revelada pela interrogacdo metoddica que
apresentard possiveis perguntas reveladoras de seu modo de ser e que

conduzem em direcdo a origem, na maneira da retrospectividade.

Aqui nos seremos, assim por dizer, conduzidos
retrospectivamente para o material origindrio da formagédo de
sentido, para as premissas originarias.™®

Desta forma, HUSSERL propde uma historicidade do correlato modo de
ser da humanidade, do mundo cultural ¢ da estrutura Apriori®" transmitida
nessa historicidade. O presente cultural ¢ entendido como uma totalidade na
qual esta implicito um passado cultural, ou seja, estd implicito no presente
cultural uma continuidade veiculada pelas compreensdes das realiza¢des de
outros passados, incluindo aqui duvidas, pontos de vista e até opostos,
conteudos ideologicos, e eles, por sua vez, j4& foram um presente cultural que

passou.

% “Hier werden wir auf die Urmaterial der ersten Sinnbildung, auf die Urprimissen
sozusagen zuriickgefiirt, die in der vorwissenschaftlichen Kultur liegen.” Idem, ibidem, p.
454,

8! Nota da autora: Apriori é uma palavra usada por Husserl para designar o “a priori
sintético” transmitido na temporalidade. Estrutura Apriori ¢é a estrutura como presenga.
Estrutura dada na relagdo intencional homem-mundo, primado da objetividade ideal.
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E essa continuidade geral ¢ uma unidade do tornar-se tradigdo
até o presente, aquele que ¢ nosso, ¢ ¢ um tornar-se tradig¢ao
em vitalidade fluida e permanente. *

Compreender as disciplinas matemadaticas nesta perspectiva da
retrospectividade ¢ compreender o que foi construido e transmitido nelas, e
sua maneira de ser. Seu sentido ocorre nas realiza¢cdes de todos os herdeiros
desta sabedoria, independente da finalidade de suas realizagdes, quer seja
como Matemadtica pura, quer seja como Matematica aplicada, quer seja como
Matematica compreendida no ato de apreender na disciplina.

Ao perguntar-se pelo sentido original do transmitido e depois pela
disciplina validada e aperfeicoada com este sentido, revelar-se-4 a sua
tradicdo histdrica, evitando que este conhecimento caia num discurso vazio ou
em uma generalidade nao diferenciada que nada sabe de sua fonte.

Esta maneira de investigacao quando

/.. realizada sistematicamente, resulta em nada mais nada
menos do que o Apriori universal da historia em suas mais
altas e abundantes estabilidade.®

A afirma¢dao de HUSSERL:

Historia é, desde o comeco, nada mais do que o movimento

vivo de formacdo original de sentido e de sedimentagdo de

sentido, de um com o outro e de um no outro %,

ndo pode ser entendida como uma movimenta¢do do nada que se dirige ao
infinito. A Histéria, assim como o conhecimento humano, tem um comeg¢o que

se revela nas realizagdes humanas, portanto, a Historia assim compreendida,

¥ «Und diese gesamte Kontinuitdt ist eine Einheit der Traditionalisierung bis zur

Gegenwart, die die unsere ist, und ist als sich selbst in stromend-stehender Lebendigkeit
Traditionalisieren.” HUSSERL, Edmund. Die Urstiftung und das Problem der Dauer. Der
Ursprung der Geometrie, op. cit., p. 456.

¥ «Systematisch durchgefiirt, ergeben sie nichts anders und nichts minderes als das
universale Apriori der Geschichte in seinen hochst reichhaltigen Bestinden.” Idem,
ibidem, p. 456.

¥ «Geschichte ist von vornherein nichts anderes als die lebendige Bewegung des
Miteinander und Ineinander von urspriinglicher Sinnbildung und Sinnsedimentierung.”
HUSSERL, Edmund. Die Urstiftung und das Problem der Dauer. Idem, ibidem, p. 457.
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faz tematico o solo de sentido geral e investiga, o Apriori historico, a fim de

referir-se ao histérico presente geral, pois:

Somente a revelagdo da estrutura essencial geral encontrada,
em totalidade e como tal em nosso e entdo no de qualquer
passado ou futuro presente histérico; somente na revelacdo do
concreto tempo histéorico, no qual noés vivemos, no qual a
nossa humanidade toda vive, em relacdo a sua estrutura
essencial total, somente esta revelacdo pode realmente
possibilitar histéria compreensivel, inteligente, em certo
sentido cientifica. Este ¢ o concreto Apriori historico, que
toma todo o existente como tradigdo e transmissdo, em
historico Ser do passado ou em histérico Ser do futuro ou em
seu ser essencial.®

A aparéncia inatingivel da origem das realizagdes e do Apriori histdrico,
dilui-se ao reconhecer-se enquanto homem no presente como sendo um ser
humano de historicidade universal. Este presente agora vivido ¢ horizonte
aberto ao conhecimento histdrico passado, ¢ no presente que comeg¢a a viagem
em dire¢do a origem, e isto ndao quer dizer que a origem esteja aquém do
horizonte presente, fora do campo intencional.

A trajetoria investigativa orientada pela interrogag¢do realiza um
movimento interpretativo hermenéutico revelando o mundo-vida, o
Lebenswelt, como texto do horizonte histérico matematico que ¢ o mesmo,
hoje e sempre.

A compreensao do mundo-vida possibilita a passagem pelas
universalidades formais, advindas da Légica, tornando o apoditico como tema
e, finalmente, pode-se galgar o pré-cientifico do estabelecimento das
disciplinas matematicas e disponibilizar o material utilizado para a
idealizacdo, em seus mais variados niveis presentes no horizonte da
historicidade.

Posto isso, a trajetoria investigativa ¢ conduzida pela retrospectividade
porque hd de se compreender as realizagdes anteriores com a intencdo atual de

conhecer os acontecimentos da relacdo intencional homem-mundo que

#« Nur die Enthiillung der in unserer und dann in jeder vergangenen oder kiinftigen

historischen Gegenwart als solcher liegenden wesensallgemeinen Struktur wund, in
Totalitdt, nur in Enthiillung der konkreten historischen Zeit, in der wir leben, in der
unsere Allmenschheit lebt, hinsichtlich ihrer totalen wesensallgemeinen Struktur, nur
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possibilitaram e ainda possibilitam as evidéncias. Isto porque, aqueles que
vivenciaram as evidéncias originarias transmitidas pela tradicdo, ndo estao,
muitas vezes, entre nds para dizer o que deles gostariamos de ouvir. Porém,
alguns deles deixaram suas realizag¢des, suas obras, moradas de evidéncias e
possibilidades da experiéncia hermenéutica, pela intersubjetividade.

Assim, a retrospectividade ndo busca nada fora, quer no sentido temporal
quer no sentido espacial. Ela propde uma ordenacdo na dire¢do posta pela
interrogac¢do, coerente com o modo de ser da constru¢do dos objetos da
Matematica. A retrospectividade tem a finalidade de evitar que se perca no
labirinto da mina Matemadtica, criando-se arbitrariedades e supondo-se falsos
pré-requisitos.

Portanto, ao perseguir a interrrogacdo: como se revela o pensar no
movimento da constru¢do do conhecimento das estruturas da dlgebra? na
intengdo de revelar o Apriori universal das estruturas da Algebra na
perspectiva fenomenoldgica, pode-se revelar o modo de ser das estruturas da
Algebra e o pensar da comunidade humana que a realizou. Esta comunidade
humana, ndo estd, necessariamente, enclausurada em um espago/tempo
determinado.

Tomar as estruturas da Algebra como uma formacdo ideal é toma-las em
sua temporalidade. As estruturas da Algebra foram sendo presentes
historicos passados que ao mesmo tempo foram sendo horizonte de futuros e
imagens de uma estrutura Apriori sedimentada em sua historicidade.

Pesquisar o Apriori universal historico das estruturas da Algebra é, em
ultima andlise, inquerir sistematicamente sobre o sentido das estruturas da
Algebra em sua origem, ou seja, inquerir sobre a estrutura Apriori e de que
maneira ela, como necessidade constituinte, precisou ser presente, passando
retrospectivamente pelo que foi empaticamente reativado,
epistemologicamente validado e culturalmente sedimentado.

O texto de HUSSERL ¢ muito relevante para os procedimentos dessa
pesquisa, pois explicita a tradigdo matematica como uma experiéncia
hermenéutica, retoma a consciéncia da historia efeitual, quando busca

compreender os possiveis efeitos e projecdes que a Ldgica realiza no modo

diese Entfiillung kann wirklich verstehende Historie, einsichtige, im eigentlichen Sinn

55



de se explicitar a Matematica obscurecendo os sentidos sedimentados e, mais
especificamente, o sentido originario. Mais do que isto, o texto aponta para a
retrospectividade, dando um norte ndo s para a trajetoria dessa pesquisa, mas
também para a constru¢do de uma histéoria das Ciéncias com sentido
compreensivel e inteligivel ao propor um histéria explicitada por alguém que
a construa sem sair de seu horizonte e de sua relagdo intencional com o
mundo.

Pode-se ainda perguntar: Por que seria importante a constru¢do de uma
Histéria da Matemadatica que intencione o Apriori universal das estruturas da
Algebra, ou a estrutura Apriori das estruturas da Algebra?

Embora essa pergunta ndo tenha relacdo direta com as interrogacgdes que
sucitaram a busca do texto de HUSSERL na constru¢do dos procedimentos
dessa pesquisa, ela € relevante para a Educagdo Matemadtica e, portanto, deve
ser abordada.

A proposta de construir-se uma histéria que considere os nexos da
histéria das estruturas da Algebra pode contribuir com a elaboragido de uma
resposta para a necessidade, ja anunciada, no campo da Educacdo Matematica,
do uso da Historia da Matemadatica como recurso didatico. MIGUEL ao analisar
as potencialidades pedagdgicas da Historia da Matemadtica termina seu artigo

dizendo:

Para poderem ser pedagogicamente uteis, é necessario que
histérias da matematica sejam escritas sob o ponto de vista do
educador matematico. /../ Somente uma histoéria da matematica
pedagogicamente orientada, isto ¢, uma historia viva, humana,
esclarecedora e dindmica, vindo substituir as enfadonhas
historias evolutivas das idéias matematicas, quase sempre
desligadas das necessidades externas e/ou internas que
estiveram na base de sua origem e transformacdo, poderia
constituir-se em ponto de referéncia para uma pratica
pedagdgica problematizadora em matematica que tivesse por
meta uma problematizagdao, entendida como simultaneamente

wissenschatliche ermdglichen.” Idem, ibidem, p. 457.
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logica, epistemoldgica, metodologica, psicolégica,
S o ‘o L e 86
sociologica, politica, ética, estética e didatica.

% MIGUEL, Antonio. As potencialidades pedagdgicas da histéoria da matematica em
questdo: argumentos refor¢cadores e questionadores. ZETETIKE, Campinas, Vol. 5 N° 8§ —
Julho/dezembro de 1997, p. 101-103.
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Capitulo Il

A CONSTRUGCAO DO CONHECIMENTO DAS
ESTRUTURAS DA ALGEBRA EM EPOCHE

Ao perseguir a dire¢do dada pela interrogagcdo como se revela o pensar
no movimento da constru¢do/produ¢do do conhecimento das estruturas da
Algebra? na perspectiva das idéias fenomenolégicas, depara-se com uma
analise do pensar que resgata seu significado de cogitare e intelligere como
compreensdao. Compreensao aqui entendida como realizacdo da presen¢a que
tem seu primado na relacdo intencional homem-mundo. Essa relacdo se
caracteriza como sendo uma comunhdo das possibilidades do homem,
enquanto ser de historicidade, entrelacada com as possibilidades de ser do
mundo percebido, instituido e construido. Portanto, essa comunhdo de
possibilidades leva em conta o ser e o vir a ser das presencgas.

Em conseqiliéncia dessas articulagdes, pensar ¢ desde o inicio presenca e
compreensdo que nao se restringem ao subjetivo, entendido como concernente
aos aspectos psicologicos presentes no modo particular de ser de outros
comportamentos humanos. O pensar, em sua potencialidade de tornar possivel
0os pensamentos, ao abranger o ser das presencas, homem e mundo, contempla
tanto a natureza daquilo que se compreende do mundo, como a natureza
humana, conservando, assim, a coeréncia com a natureza das partes
envolvidas.

Dada a proposta da pesquisa de investigar o pensar que se revela no
movimento da constru¢do do conhecimento das estruturas da Algebra no
terreno da fenomenologia, ¢ imprescindivel, ao ter-se como meta a
explicitagdo desse pensar, a reconstruc¢do das estruturas da Algebra vistas no
fluxo temporal de sua existéncia como um objeto ndo-independente das acdes

humanas e que se revelam no movimento da construcdo/producdo de seu
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conhecimento enquanto compreensdo; portanto, vivéncia e ato de construir
pensamentos.

Esse movimento de construcdo/produgdo das estruturas da Algebra,
entendidas como tradi¢cdo, torna-se, ele proprio um fenOmeno a ser
compreendido e, portanto, pode ser colocado em epoché, tornando-se objeto
da andlise intencional na proposta da hermenéutica filosofica norteada pela
interroga¢do: como se revela o pensar no movimento da constru¢do do
conhecimento das estruturas da Algebra?

Essa andlise intencional ¢ efetuada para que se dé a consciéncia da
histéria efeitual das estruturas da Algebra e para que a luz do seu todo
enigmatico possa vir clarear aspectos que lhe sdo proprios e que constituem
sua autoctonia, revelando invariantes do modo como se da a superagdo da
experiéncia negativa no desenrolar da constru¢do de seu conhecimento.

A meta a ser cumprida, nesta etapa do trabalho, ¢ a de elaborar uma
descricdo, que explicite o movimento da construgcdo/producdo do
conhecimento das estruturas da Algebra em termos de possiveis atividades
matematicas que tecem um fildo intencional e revelador das estruturas da
Algebra. Um fildo que comporta um conteudo de sentido revelado no nexo
histéorico construido no ambito da Matematica ocidental e, portanto,
transmissor do Apriori universal historico da tradigdao na qual esta inserida.

Para que os nexos histdoricos da Matematica, compreendidos ¢ pensados
como sinteses de transi¢cdo ao se realizar a andlise, conservem suas
coeréncias internas, o movimento da construgcdo/producdo do conhecimento
das estruturas serd apresentado como um todo, em um sé texto contendo dois
momentos distintos da anélise.

O primeiro momento tem como meta explicitar a constru¢ao/produgao do
conhecimento das estruturas da Algebra. O texto construido nesse movimento
de explicitagdo constituird o solo do segundo momento da andlise ao buscar-
se compreender o texto-solo na estrutura da pergunta e da resposta, segundo
a abordagem gadameriana. Trata-se de uma leitura hermenéutica do texto-solo
na inten¢do de compreender o seu sentido e de formular as perguntas que esse
texto-solo responde sobre a construcdo/producdao do conhecimento das
estruturas 1investigadas, na intencdo de revelar os invariantes dessa

construgcao/producao.

59



Por uma questdo de praticidade e de estética de apresentacdo dos dois
momentos de andalise, as perguntas, que o texto-solo responde, estardao escritas

ao lado do trecho do texto-solo correspondente.

1. A CONSTRUGAO DO TEXTO-SOLO E COMPREENSAO DA
ESTRUTURA DA PERGUNTA DA RESPOSTA

Se o método ao investigar controla e
manipula, na dialética é o tema que
levanta as questdes a que ird responder.
Por sua vez, a situa¢do interpretativa nao
¢ aquela da pessoa que interroga e
constr6i um método que lhe torne
acessivel o objeto interrogado; ao
contrario, aquele que interroga descobre-
se como o ser que ¢ interrogado pelo
tema; ¢é ainda uma dialética entre o
contexto no qual o sujeito se insere e
contexto de tradigdo.

Vitéria Helena Cunha Esposito

Para a elaboragdo desse texto-solo, textos sobre a Historia da
Matematica, de Matematica e textos que descrevam a constru¢cao/producao do
conhecimento das estruturas e que apresentem respostas as questdes que
venham ser postas no caminhar da reconstrucdo retrospectiva das estruturas
da Algebra sio analisados hermeneuticamente.

A retrospectividade, conforme interpretada no texto de HUSSERL e
entrelagada as idéias de HEIDEGGER e¢ de GADAMER, se da em torno de
interrogag¢des que contemplem a natureza daquilo que deve ser compreendido
no fluxo temporal efetuando uma compreensao na estrutura da pergunta e da
resposta. Portanto, a retrospectividade ¢ algo a ser tecido de modo articulado
com o que ja se sabe do pesquisado no presente.

Assim, ao efetuar o movimento de buscar as caracteristicas basicas das
estruturas da Algebra, parte-se do momento presente. Pergunta-se o que esté
disponivel no mundo hoje que diz respeito as estruturas no campo do

conhecimento matematico, tomado na realidade da civilizag¢ao ocidental.
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1.1. AS ESTRUTURAS NO PRESENTE HISTORICO

E no curso desse desenvolvimento que os
matematicos desse periodo se véem
conduzidos insensivelmente, e ndo de
proposito deliberado, a conceber uma
quantidade de seres “abstratos” novos:
espa¢o de dimensdo arbitraria, estruturas
algébricas e topoldgicas variadas, etc.,
que tinham apenas umas ténues ligagdes
com as no¢des classicas de “nimero” e de
“figura”, mas sem os quais os resultados
novos ndo poderiam adquirir toda a sua
importancia.

J. Dieudonné

E incontestavel a posi¢do central e irreversivel do conceito de estruturas
no corpo de conhecimento da Matematica ocidental quando consideramos o
seu significado, suas implicagdes e suas aplicagdes nos diversos campos da
Matematica e da ciéncia em geral.

Afirma-se, aqui, a irreversibilidade do conceito de estruturas, porque
uma vez presente no mundo, € no caso especifico no mundo da matematica,
ele j4 modifica o texto todo dessa ciéncia, pois estd ai, como se apresenta
hoje, a moda de um passado/presente. Isso porque, apresenta-se ao enrolar-se
nas camadas do que foi (passado) e coloca-se no presente de maneira atual em
seu modo carnal de ser, isto ¢, nas suas caracteristicas materiais de presenga,
colocando possibilidades para o que podera ser, ou seja, possiveis
desdobramentos no futuro, dentre os quais seu desaparecimento como idéia
central, porém sempre estando no solo que fertilizou essas possibilidades
futuras.

O afirmado ¢é perceptivel, quando atentamos para o solo histéorico em que
a cultura ocidental, e nela toda a producdo de ciéncia e técnicas que foram
possiveis de serem desenvolvidas e aplicadas, nesse solo, a Matematica
comparece como um “exemplar”, a ser seguido.

Depois do reconhecimento do conceito de estrutura no ambito da Algebra

em 1930, varios artigos colocavam as estruturas da Algebra como sendo a

61



revelagdo de um novo espirito da Algebra. A abordagem estrutural provocou
uma reestruturagido da propria Algebra, que vai muito além da ampliagdo do
dominio da disciplina. Muitos problemas matemdaticos até entdo ndo
resolvidos, como a aceitagdo matemdatica dos nuUumeros imaginarios, as
questdes que envolviam o método de resolucdo de equagdes por radicais, sdo

solucionados nesta nova conjuntura algébrica, de forma econdmica e elegante.

A abordagem estrutural integra, nessa nova perspectiva,

Qual é o modor de ser das
solugdes ¢ resultados matematicos ja instituidos [1 P1]. | estruturas da Algebra?

Por exemplo, a expansdo de resultados matematicos
sobre divisibilidade numérica, ja apontadas no trabalho de Euclides (306 —
283 a.C.), para a divisibilidade de polindmios. Assim, por meio das estruturas
da Algebra pode-se explicitar aquilo que era semelhante entre distintas
colegdes de um mesmo objeto matemdatico e entre objetos matematicos
distintos.

Com a implementa¢do, cada vez mais crescente, da abordagem estrutural

da Algebra nos varios campos da Matemadtica, surge, em meados de 1940, uma

nova concep¢do da natureza, do objetivo e da
. . . Qual ¢ o modo de ser das
organizacao do todo da Matematica. Nesta nova visdo, | estruturas da Algebra?

as estruturas matematicas ganham destaque, tornam-se

objetos da investigacdo matemadtica [2 P1]. As teorias matemadticas que

surgem em torno do questionamento: o que é a estrutura matemdtica? sao

teorias reflexivas, elaboradas para compreender as estruturas matematicas,

tomadas neste projeto, como o conteudo objetivo do | Qual ¢ o modo de ser

. L. matematico do ser humano na
conhecimento matematico em geral. Nota-se, que a | construgio do conhecimento

das estruturas da Algebra?

perplexidade dos matematicos manifesta-se em

termos de ndo saberem o que ¢ isto, a estrutura matematica [1 P3].

Estas teorias perseguiam a meta de elucidar conceitos abstratos e

generalizados, que constituiam o seu conteudo objetivo de Matematica,

formulando generalizacdo de segunda ordem,

Como se ddo as estruturas das
presengas estrutura da

modelada na mesma perspectiva matematica em que a Algebra—ser humano?

primeira generalizacdo foi constituida. Cada teoria

tomou para si um conteado objetivo e seu concomitante caminho de

desenvolvimento [1 P2]. Aqui serdo trabalhadas trés teorias: a Teoria das

Estruturas de Ore, a Teoria das Categorias ¢ a Teoria das Estruturas de
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Bourbaki. Elas serdo pontuadas em seus objetivos, em seus fundamentos, ¢
possiveis articulagdes posteriores com outras teorias, pois elas se articulam
com conceitos ou resultados advindos da Algebra.

A Teoria das Estruturas de Oystein Ore ¢ uma tentativa de desenvolver
uma fundamentagdo geral para toda Algebra Abstrata, usando a nocdo de
reticulados, na mesma trilha seguida por DEDEKIND (1831 — 1916) iniciada
em seu artigo Dualgruppen. Nesse artigo, DEDEKIND, estuda séries
numéricas sob a perspectiva da relacdo de ordem, que desemboca na Teoria
dos ldeais.

ORE acreditava na existéncia de um unico conceito geral, do qual

derivariam teoremas equivalentes, simultaneamente

Qual ¢ o modo de ser
matematico do ser humano na
construgdo do conhecimento
das estruturas da Algebra?

validos em diferentes dominios algébricos [2 P3].

Este conceito geral, ele chamou de estruturas e o

apresentou em seu artigo datado de 1935 publicado em Annals of

Mathematics. Seu trabalho contribuiu muito para o desenvolvimento da

Algebra Universal, que é uma formulacdo direta de uma

Qual é o modo de ser das

g ~ , . . . estruturas da Algebra?
idéia ndo formal de estrutura algébrica, que inclui um &

conjunto ndo-vazio e uma lista de infinitas relacdes abstratas definidas nesse

conjunto [3 P1].

Em 1950, a pesquisa da Algebra Universal enreda-se com instrumentos
da Logica Matematica, dando origem a Teoria dos Modelos (Model Theory),
cuja proposta ¢ analisar as relacdes entre sistemas de postulados abstratos e
sistemas matematicos. Os primeiros sendo aqui compreendidos como qualquer
sistema de postulados abstratos, como por exemplo, aqueles que descrevem
leis da Fisica, da Quimica e outros. Os segundos, concernentes a regido de
inquérito da Matematica em suas particularidades.

O desenvolvimento da Teoria dos Modelos possibilita uma compreensdo
da natureza ¢ classificacdo das estruturas matematicas. Na ciéncia
historiografica, é considerada como parte da Histéria da Logica.

Em 1960, a Algebra Universal emaranha-se a Teoria das Categorias,
passando a com ela constituir o d&mago de seu conceito principal, o de
categoria. Com 1isso, sdo gerados resultados comuns as duas teorias. A

primeira parceria da pesquisa teodrica dos reticulados e da teoria reflexiva das

estruturas ¢ associada ao trabalho de Marshall Stone (1903 — 1989) sobre
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Algebras Booleanas e sua influéncia na origem da Teoria das Categorias,

elaborada desde 1945 por Eilenberg e Saunders Mac Lane.

O objetivo desse trabalho é prover uma

Qual é o modor de ser das
fundamentacdo para toda Matemdatica, em termos do | estruturasdaAigebra?

conceito de categoria [4 P1].

A Teoria das Categorias prové instrumentos € uma perspectiva
conveniente para elucidar as nog¢des ndo formais de estrutura do ponto de
vista de uma matematica formal. O conceito de categoria formaliza a idéia de
um dominio matematico, enquanto o conceito de funtor formaliza a conexao

entre dois dominios matematicos diferentes. A idéia central desta teoria € que

0s dominios matematicos nio precisam ser

. . oo Qual é o modo de ser das
necessariamente descritos pelas caracteristicas comuns | estuturas da Algebra?

de seus constituintes. Podem ser examinados pelas

conexdes entre os seus constituintes [5 P1]. A Teoria das Categorias, entao,

estuda as propriedades das conexdes que ligam diversos objetos.

A abordagem categorial vai um passo além e propde que ndo

somente a natureza do elemento seja desconsiderada, mas

também, assim como na teoria das estruturas, sua existéncia
87

real.

Por causa da originalidade do objeto de estudo da Teoria das Categorias,

nasc€ uma nova linguagem. As nocdes e as operacgoes,

Qual é o modo de ser das
~ .. . ~ .. { 2
entdo definidas em termos estruturais, sido explicitadas | etruturasda Algebra:

na forma de diagramas comutativos [6 P1].

Dada uma categoria I' ¢ dois objetos X, Y nesta categoria, um
“produto” de X e Y na categoria ¢ um objeto P junto com duas
flechas p, q

X 47— P » Y
p q

tal que dado qualquer objeto Z em I' e duas flechas g:Z —>Y,

f:Z — X existe uma Gnica flecha h:Z — P, tal que poh=f e

¥ The categorial approach goes one step further, and proposes to overlook not only the
nature of the elements, but also, as in the theory of structures, their very existentence.
CORRY, Leo. Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures. Basel, Boston.
Berlin: Birkhduser Verlag, 1996, p.344.
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goeh=g. Em outra palavras, o seguinte diagrama ¢
comutativo:®®

o

X « >Y

A Teoria das Categorias pode explicitar VArios | quaié o modo de ser das

estruturas da Algebra?

campos da Matematica, ressaltando sua capacidade

tedrica unificadora [7 P1].

Agora serd focalizada a teoria reflexiva mais conhecida, a Teoria das
Estruturas de Bourbaki, que aparece entre 1942 e 1959. Ela empreende,
segundo RENE THOM, a tarefa de reorganizar a Matematica em termos de
componentes estruturais bdsicos segundo uma forma hierdrquica. Na visao do
grupo de matematicos que desenvolveram tal reflexdo sobre as estruturas
matematicas sob o pseuddonimo de Nicholas Bourbaki, a Matematica deveria
deixar de ser uma torre de Babel, na qual disciplinas auténomas teriam seus
objetivos, seu método e sua linguagem proprios.

Dois eram os principios norteadores dessa reflexdao. Primeiro, o de que a

Matematica seria um todo indivisivel, compactuando com as idéias ja

colocadas por HILBERT na lista de 1900, sobre os 23 problemas apontados

como o0s que orientariam as pesquisas matematicas do | Qualéomodo de ser das

estruturas da Algebra?

segundo milénio e, em segundo lugar. o principio de gque

a Matematica poderia ser organizada como hierarquia de estruturas, seguindo

o modelo indiscutivel apresentado por VAN DER WAERDEN., em 1930, que

deixava claro o que deveria ser entendido por estrutura algébrica e por

pesquisa estrutural em Algebra [8 P1].

¥ Given a categoriy I and two objects X, Y in that category a “product” of X and Y in the
category is an object P together with two arrows p, q (desenho)

such that given any object Z in I', and two arrows g:Z—>Y , f:Z —> X there exists a

unique arrow h:Z — P such that poh=f and goh=g. In other words, the followig
diagram is required to be commutative: (desenho). Idem, ibidem, p. 348.
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Da unidao dos dois principios e da forma axiomatica de articular as idéias
herdadas, tanto de HILBERT como de VAN DER WAERDEN, surge uma
perspectiva convincente que ¢ adotada por diversas areas do conhecimento,
mesmo por aquelas que aparentemente nada teriam a ver com a Matemadtica e
nem tampouco teriam recursos tedricos proprios para compreender o sentido
matematico de estrutura e sua ligacao com uma teoria matematica formal. Um
classico exemplo ¢ encontrado na 4rea de conhecimento da Psicologia, nos

trabalhos de PIAGET que assim foi analisado por FREUDENTAL:

O mais espetacular exemplo de organizagdo matematica ¢&,
certamente, Bourbaki. Como esta organizacdo matematica ¢
convincente! Tado convincente que Piaget pode redescobir o
sistema de Bourbaki no desenvolvimento psicolégico. Pobre
Piaget! Ele ndo teve mais sorte que Kant, que consagrou
abertamente o espago Euclidiano como “ uma intui¢do” pura
quando a geometria nao-euclidiana era descoberta! Piaget néo
era matematico, assim nao poderia saber como os construtores
dos sitemas matemdticos sdo faliveis. O sistema de Bourbaki
ainda ndo estava concluido quando a importancia das
categorias era descoberta. 89

Durante o desenvolvimento da Teoria das Estruturas de Bourbaki,

|©

grupo assimila de forma crescente e dominante o

método axiomatico, fazendo com que a elaborag¢do de | Qual é o modo de ser
matematico do ser humano na

uma reflex3o formal axiomadatica da idéia de | construgdo do conhecimento
das estruturas da Algebra?

estruturas matemdticas nao sO compreendesse um

arcabouco de referéncias gerais, mas também a finalidade das estruturas

matemdticas [3 P3]. Como conseqiiéncia, a Matematica passa a ser vista como

a ciéncia dos sistemas axiomadaticos, chamando a atencdo dos filésofos que
passam a combaté-la no amago de sua forma de organizacdo. Os filésofos

consideram, entdo, alguns dos sistemas apresentados pelo grupo BOURBAKI

% The most spectacular example de organizing mathematics is, of course, Bourbaki. How
convincing this organization of mathematics is! So convincing that Piaget could
rediscover Bourbaki's systm in developmental psychology. Poor Piage! He did not fare
much better than Kant, who had barely consecrated Euclidean space as “a pure intuition”
when non-Euclidean geometry was discovered! Piage is not a mathematician, so he could
not know how wunreliable mathematical system builders are. Bourbaki's system of
mathematics was not accomplished when a importance of categories was discovered.
FREUDENTAL, Hans. Mathematics as an educational task. Dorbrecht: The Netherlands by
D. Reidel, 1973, p. 46.
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como “axiomatica sem valor”. Um dos mais importantes representantes do

grupo, DIEUDONNE, declara:

Fundamentalmente no6s acreditamos na realidade da
Matematica, mas quando os filéosofos nos atacam com seus
paradoxos, nés nos ocultamos rapidamente atrds do formalismo
e dizemos: “Matematica ¢ justamente uma combinag¢dao de
simbolos sem sentido” e entdo ndés mostramos nos capitulos 1
e 2 [dos Eléments] a Teoria dos Qual ¢ o modo de ser
Conjuntos. Finalmente nds estamos | matematico do ser humano na
em paz para voltar a nossa construgdo do conhecimento
Matemdtica e fazermos isto como | dasestruturasda Algebra?
sempre fizemos, trabalhando em
coisas reais.”’ [4 P3]

Esta declaracdo permite a seguinte analise: caso a Teoria dos Conjuntos
tenha sido desenvolvida somente para veicular e alcangar os objetivos
propostos pelo grupo BOURBAKI, razdo pela qual seria necessario
desenvolver uma linguagem matematica que incorporasse oS principios
norteadores e fornecesse conceitos sob os quais deveria ser consolidado o
todo matematico, ainda assim ela também cumpriu a func¢do de escudo tedrico
para abrandar criticas.

Porém, segundo CORRY"’', a Teoria das Estruturas aparece somente no

quarto capitulo do livro sobre a Teoria dos Conjuntos. A definicdo de

estrutura é apresentada, da perspectiva da Teoria dos

Qual é o modo de ser das

. . ~ truturas da Algebra?
Conjuntos, pela caracterizacio dos elementos do | &7Hurasdadisedra

conjunto por meio de axiomas e a lei de composicdo interna é definida como

uma funcdo [9 P1]. Além disso, sdo ainda apresentados os primeiros conceitos

vinculados a defini¢do de estrutura: isomorfismo, espécies equivalentes de
estruturas. Porém, os primeiros conceitos definidos ndo aparecem nos

trabalhos vindouros do grupo.

 On foundations we believe in the reality of mathematics, but of course when
philosophers attack us with their paradoxes, we run to hide behind formalism and say:
“Mathematics is just a combination of meaningless symbols” and then we bring out
chapters 1 and 2 [ of the Eléments] on Set Theory. Finally we are left in peace to go back
to our mathematics and do it as we have always done, working in something real.
(Dieudonné 1970,145). CORRY, Leo. Modern Algebra and the Rise of Mathematical
Structures. Op. cit, p. 314.

' Idem, ibidem, Capitulo 7, p. 293.
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Em Topologia Geral apresenta-se um modelo derivado de uma defini¢ao
de estrutura, a estrutura-mde, que nao ¢ desenvolvido a partir dos conceitos
relacionados com a defini¢do de estrutura posta na Teoria dos Conjuntos.
Assim prevalece, “no final das contas”, na perspectiva da andlise, que a maior
atuacdo da Teoria dos Conjuntos nao foi a de prover fundamentos a teoria
reflexiva do grupo Bourbaki.

Nenhuma das trés teorias aqui apresentadas alcancou definitivamente seu
objetivo, que era o da unificagdo da Matemadatica. Pelo contrario, alguns
estudiosos se convenceram da missdo impossivel que se haviam imposto,
como MAC LANE, que afirma ser a realidade matematica muito mais variada
que tudo aquilo que uma teoria generalizada pode exaurir.

Porém, as teorias reflexivas mostram que a Matematica ganha um novo
impulso ao tomar as estruturas matematicas como seu objeto de investigacao.

Ao tratarem as estruturas ndo sO pelas possiveis propriedades de seus

pretensos elementos, mas também pelas possiveis relacoes destes elementos, a

Matematica ndo s6 pode corresponder a uma situacdo dada, mas também pode

corresponder a uma situacido passivel de ser dada. A

Qual ¢ o modo de ser das

‘s . . . truturas da Algebra?
Matematica ganha espacos aplicativos porque possui um | @7wrasdadigeora

instrumental que possibilita a realizacdo de modos de descricdo de

comportamentos organicos e inorganicos, sem mesmo té-los como possivel ou

existentes na natureza. A estrutura impde-se € o conceito de estrutura, que

origina-se na Matematica, penetra cada vez mais outras regides [10 P1].

A orientacdo dada hoje para a pesquisa das estruturas — tanto
como objetivo de pesquisa quanto como método de pesquisa —
de modo algum se restringe a Matematica, mas tornou-se, de
modo geral, em um pensamento guia nas avaliagdes ¢
prognéstico da ciéncia moderna.”

” Die Orientierung auf die Erforschung von Strukturen tritt dabei heute — sowohl als
Forschungsziel wie als Forschungsmethode — keineswegs nur in der Mathematik auf,
sondern ist ganz allgemein zu einem Leitgedanken bei der Einschidtzung und Prognose der
modernen Naturwissenschaft geworden. WUSSING, H. Die Genesis des abstrakten
Gruppen Begriffes. Berlin: Verlag der Wissenschaften, 1969, p. 9.
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1.2. SOBRE O MOVIMENTO DA CONSTRUGAO/PRODUGAO DAS
ESTRUTURAS DA ALGEBRA

Dios siempre arimetiza.
Jacobi, alemao, 1804 — 1851

Deus criou os inteiros, o resto ¢ obra do homem.
Leopoldo Kronecker, alem&o,1823 — 1891

El hombre siempre arimetiza.
Dedekind, alemao, 1831-1916

A esséncia da Matematica é sua liberdade.
Cantor, alemio, 1845 — 1918%

As consideragdes tecidas sobre as articulacdes das estruturas no campo
da Matematica no presente histéorico com as estruturas no campo da Algebra
em torno de seus conceitos e modos de construcdo, denotam a importancia do
significado, das implica¢des e das aplica¢des das estruturas da Algebra nos
diversos campos do conhecimento humano, inclusive no da propria
Matematica que ¢ seu habitat natural.

As perguntas que se apresentam ao ter-se como objetivo pontuar as
circunstancias mais relevantes das estruturas da Algebra como foco tematico
no contexto de sua construg¢ao/produc¢do sdo: Como apropriar-se do “porque
matematico” de suas implicagdes? Qual a importidncia deste “porque
matematico” para a mateméatica enquanto ciéncia, para a historia, enquanto
Histéoria da Matematica e para a Educag¢do, enquanto Educagdo Matematica?
CORRY responde a algumas destas questdoes em termos de corpo de
conhecimento e imagem de conhecimento.

Para o autor, as disciplinas cientificas tratam de dois tipos de questdes.
As questdes referentes ao conteudo objetivo da disciplina e as questdes sobre
a propria disciplina. As respostas ao primeiro tipo sdo encontradas nas

atividades constituidas pelo objetivo da disciplina e por aqueles que a

% As epigrafes sio uma homenagem e uma demonstragio de respeito a todos os homens
que apesar de suas concepcdes de Matemdatica e de sua maneira de fazer matematica,
contribuiram para com o seu desenvolvimento.
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praticam, enquanto as do segundo tipo podem dar-se individualmente, com a
presenca implicita ou tacita de outros que a ignoram totalmente. Os dois tipos
de questdes definem dois dominios de discursos, aquele relativo ao corpo de
conhecimento e aquele da imagem do conhecimento.

O dominio de discurso do corpo de conhecimento inclui afirmag¢des sobre
o conteudo objetivo da disciplina, ou seja, quando as questdes referem-se a
teoria, fatos, métodos ou quando as questdes abrem problemas implicitos na
disciplina. O dominio de discurso da imagem do conhecimento trata das
questdes que surgem no corpo de conhecimento e que nao podem ser
respondidas em seu interior, assim como trata das questdes referentes as
pretensdes que expressam conhecimento sobre a disciplina. Por exemplo: qual
dos problemas abertos pela disciplina demanda uma urgente atencdo? O que ¢
para ser considerado uma experiéncia relevante ou uma argumentac¢do
relevante? Qual a técnica mais eficiente para ser usada na resolucdo de um
certo tipo de problema na disciplina? O que seria um curriculum universitario
apropriado as proximas geracdes de cientistas, de profissionais técnicos e
educacionais na disciplina considerada? A imagem do conhecimento abarca,
portanto, as visdes cognitivas e as visdes normativas cientificas relativas a
disciplina.

A imagem do conhecimento, como exposto por CORRY, mostra-se em
harmonia com as idéias gadamerianas que buscam a consciéncia da historia
efeitual, ao compreender a imagem que brota do conhecimento como efeito e,
portanto, compreensao.

Na historia atual das disciplinas o corpo de conhecimento e a imagem do
conhecimento aparecem como dominios orgadnicos interconectados. O autor
propde uma andlise conjugada entre o dominio organico interconectado e a
separag¢ao esquematizada do conhecimento cientifico nestes dois dominios de
discursos. Esta andlise ndo deve ser elaborada de forma artificial, da qual
decorreria a cisdo entre conteido e forma, objeto e método, mas sim deve
manter-se atenta as particularidades que interligam o corpo de conhecimento e
a imagem do conhecimento.

Assim, a imagem do conhecimento pode prover uma perspectiva bastante
util para a histéria da ciéncia em geral, em particular para a Histdria da

Matemadtica. O autor elabora, em seu livro Modern Algebra and the Rise of
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Mathematical Structures,94

uma historia das estruturas algébricas com o
compromisso de compreender a imagem das estruturas da Algebra olhada de
dentro do proprio corpo de conhecimento algébrico, que se faz presente na
obra dos matematicos.

A histéria escrita por CORRY sobre as estruturas constitui o fio
condutor desta pesquisa, enquanto busca de um fildo revelador da
construgdo/produgdo das estruturas da Algebra tecido na obra matematica
humana, que possibilita a investigacio do por que a estrutura da Algebra
torna-se um acontecimento matematico significativo e por que é considerada
uma argumentac¢ao relevante para o corpo de conhecimento.

O papel do trabalho de CORRY, nesta fase da pesquisa, ¢ importante
pois ele analisa o corpo do conhecimento matemdtico pondo em epoché a
imagem estrutural na temporalidade, constituindo, assim, o movimento da
construgcdo/producao das estruturas, tornando visivel aquilo que foi
transmitido do seu conhecimento. E quando a abordagem estrutural ¢ tomada
como imagem, ela faz parte de algum processo histéorico em particular, neste
caso, por ser a estrutura investigada no ambito da Matemadatica ocidental, este
processo envolve a Algebra e a interagio entre corpo e imagem de
conhecimento nesta disciplina entre 1860 ¢ 1930, principalmente na Alemanha
e, anteriormente, na Francga.

Em concordancia com a proposta da reconstrucdo retrospectiva das
estruturas da Algebra, esta pesquisa nio podera restringir-se aquilo que, em
alguns periodos anteriores de desenvolvimento da Matemadtica, se entendeu
por Algebra e que delineou, no decorrer da histéria, algum ramo de
desenvolvimento algébrico, como por exemplo: o das resolugdes de equacgdes
por radicais. E preciso que a pesquisa sobre o Apriori universal histérico das
estruturas da Algebra estenda-se a diversas regides matematicas em que as
estruturas da Algebra apresentam-se como mensageiras de uma nova
abordagem e que notifiquem a concomitante mudanga de imagem.

Hé unanimidade entre os historiadores matematicos pesquisados de que o
estabelecimento do conceito de estrutura no ambito cientifico matemadtico

ocorre no campo da Algebra e que o movimento estrutural na Algebra

% CORRY, Leo. Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures, op. cit.
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consolida-se com a publicagcdo do livro Moderne Algebra de Dr. Bartel
Leendert van der Waerden, em 1930, dada a solidez, consisténcia e
abrangéncia com que a obra apresenta as estruturas da Algebra, legitimando o
seu potencial matematico e explicitando o seu modo carnal de ser, isto ¢&,
deixando claro suas caracteristicas materiais de presen¢a enquanto objeto do
campo algébrico.

Na introdu¢do da edi¢do de 1943, encontra-se o objetivo do livro e as
indicagcdes sobre quais seriam os dominios algébricos geradores de futuras
teorias estruturais: corpo, ideal, grupo e hipercomplexos. A seguir a traducao

do texto original.

Introducao

Objetivo do livro. A direcdo abstrata, formal ou axiomadtica, a
qual a algebra agradece a sua renovada conjuntura nos tempos
atuais, conduziu a uma série de novas formag¢des de conceitos,
a conhecimento de novas relacdes e a amplos resultados,
sobretudo na teoria dos corpos, na teoria dos ideais, na teoria
dos grupos e na teoria dos hipercomplexos. Introduzir o leitor
no todo deste mundo de conceitos deve ser o principal objetivo
deste livro.

Encontram-se, no entanto, conceitos gerais ¢ métodos em
primeiro plano, assim os resultados individuais, os quais
precisaram ser validados nas condi¢des da Algebra Classica,
devem também encontrar uma reconsidera¢do condizente com
o ambiente da constru¢do moderna.

Introducao. Instrugdes para o leitor. Para desenvolver, de
forma suficientemente clara, o ponto de vista geral que domina
a concepcdo abstrata da 4algebra, era necessario, desde o
come¢o, uma nova apresentacdo dos fundamentos da teoria dos
grupos e da Algebra elementar.”

“Einleitung

Ziel des Buches. Die “abstrakte”, “formale” oder “axiomatiche” Richtung, der die Algebra
ihren erneuten Aufschwung in der jingsten Zeit verdankt, hat vor allem in der
Korpertheorie, der Idealtheorie, der Gruppentheorie und der Theorie der hyperkomplexen
Zahlen zu einer Reihe von neuartigen Begriffsbildungen, zur Einsicht in neue
Zusammenhédnge und zu weitreichenden Resultaten gefiihrt. In diese ganze Begriffswelt
den Leser einzufiihren, soll das Haupt ziel dieses Buches sein.

Stehen demnach allgemeine Begriffe und Methoden im Vordergrund, so sollen doch auch
die Einzelresultate, die zum klassischen Bestand der Algebra gerechnet werden miissen,
eine gehorige Berlicksichtitung im Rahmen des modernen Aufbaus finden.

Einleitung. Anweisungen fiir die Leser. Um die allgemeinen Gesichtspunkte, welche die
“abstrakte” Auffassung der Algebra beherrscht, geniigend klar zu entwickeln, war es
notwendig, die Grundlagen der Gruppentheorie und der elementaren Algebra von Anfang
an neu darzustellen. VAN DER WAERDEN, B. L. Moderne Algebra. Erster Teil. Zweite
verbesserte Auflage. New York: Frederick Ungar publishing CO., 1943, p. 1.
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Como exposto em sua introdu¢dao, o objetivo do livro ndao se restringe a
conduzir o leitor no universo das idéias geradoras e geradas nesta nova
direcdo algébrica, mas também tem o propoOsito de reconsiderar nesta nova
conjuntura, resultados ja conhecidos e validados na conjuntura da Algebra
Cléssica. Visto assim de forma mais ampla, o objetivo a ser alcangcado tem a
finalidade de suprir a necessidade emergente de compilar e expor
sistematicamente os avancos algébricos acumulados, ndo s6 aqueles ocorridos
por razdes internas do corpo de comhecimento matemadtico, mas também
aqueles ocorridos pelo estimulo provocado por razdes do corpo de
conhecimento de outras ciéncias impulsionadas pelas tendéncias da época, que
segundo WUSSING® transformaram as ciéncias, inclusive a Matematica, em
uma forca produtiva, j4 apontada no século XIX com a revolu¢do industrial,
que reforcava a funcao social das ciéncias.

A obra de VAN DER WAERDEN abrange varias areas do conhecimento
algébrico, que sdo enunciadas no guia de leitura do livro, conforme segue no

esquema.

% WUSSING, Hans. Lecciones de Historia de las matemdticas. Madrid: Siglo XXI de
Espana Editores, SA 1998, p. 223-236.
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Original: anexo 1

Guia

Visdo sobre os capitulos dos dois livros e sua dependéncia logica

Conjuntos
Grupos
Anéis
Polindémios Grupo
Teoria Geral Corpos . . |
dos Anéis Agebra Sistema
Linear Hipercomplexo
[ |
[ | | | | | |
Corpos Ideais de Corpos Eliminagdo Teoria de Grandezas Teoria das
Infinito Polindémio Valorados Galois Algébricas representagdes
|
Corpo
Real

A nova maneira de gerar conceitos, as novas formas de relacdo e os

segundo VAN DER

amplos resultados, sdo tratados,

Qual ¢ 0 modo de ser das
estruturas da Algebra?

WAERDEN, do ponto de vista geral que domina a

concepcio abstrata da Algebra, com o propdsito de

definir dominios algébricos e de elucidar suas estruturas Na

[11 P1].
perspectiva da andalise proposta por CORRY entre corpo do conhecimento ¢
imagem de conhecimento, a obra Moderne Algebra ¢ de fundamental
importancia, porque a imagem estrutural algébrica que dali se extrai abrange
os avangos algébricos até entdo desenvolvidos.

Por ser o objetivo do livro o de definir dominios algébricos e elucidar
suas serao analisadas definicdes e articulagcdes de

estruturas, algumas
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procedimentos para explicitar a nova maneira de gerar conceitos, as formas de

relacdo e os resultados atingidos nesta imagem.

Original: anexo 2
6. O conceito de grupo

Defini¢do: Um conjunto ndo-vazio 4 de elementos de qualquer
tipo (por exemplo de nimeros, de figuras, de transformacgdes)
¢ denominado grupo, se as quatro condi¢cdes, que se seguem,
forem cumpridas:

1. E dada uma prescri¢cdo de composigdo, na qual a todo par de
elementos @ e b de A estd agregado um terceiro elemento do
mesmo conjunto e que ¢ chamada, na maioria das vezes, por
produto de a e b e expressa como ab. (O produto pode ser
dependente da seqiiéncia dos fatores: ndo precisa ser ab = ba)
2. A lei associativa: Para quaisquer elementos a, b, ¢ de 4
vale: ab . c=a . bc.

3. Existe (no minimo) uma (do lado esquerdo) unidade e em A4
com a caracteristica: ea = a para todo a de 4.

4. Para todo a de A existe (no minimo) um (do lado esquerdo)
inverso a ' em 4, com a caracteristica: a ' a = e.

Um grupo chama-se abeliano, quando além disto valer ab = ba
(lei comutativa)

Ao definir grupo o autor refere-se a um conjunto ndo-vazio, cujos 0s
elementos sdo de qualquer tipo. Qualquer tipo, para o autor, quer dizer que os
elementos do conjunto sdao objetos, que podem ser numeros, silabas ou
combinacdes deles ou ainda diagramas e transformagdes. Os objetos sdo

agrupados por caracteristica.

Uma caracteristica, que todo individual desses objetos tém ou
ndo tém, definem um conjunto ou uma classe; Elementos do
conjunto sdo aqueles objetos, aos quais essa caracteristica
pertence.

Pode-se, entdo, entender que o seu ponto de partida tem uma concepgao
naive, ingénua de conjunto e que a expressdo qualquer tipo denota o fato de
que a nova Algebra pode tratar de colecdes de objetos que nido sejam
necessariamente numeros e silabas, mas também de outros objetos

matematicos como diagramas e transformac¢des, desde que seja possivel
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definir uma operag¢do binaria no conjunto. A operacdo suposta na definicao ¢
o produto ¢ nao esta definida em termos de uma fun¢cdo matematica.

Assim, na defini¢cdo de grupo esta implicita a possibilidade de se operar

com qualquer tipo de elementos, desde que eles sejam

) o Qual é 0 modo de ser das
agrupados por uma caracteristica e possa ser definida no | estruturas da Algebra?

conjunto uma operacao qualquer [12 P1].

E interessante notar que na introdugdo da defini¢cdo de anéis, VAN DER
WAERDEN se utiliza da expressdo Die Grossen para designar os objetos
algébricos, tanto os numeros inteiros, racionais, reais, complexos, nimeros
algébricos, polindmios e fungdes racionais quanto os demais objetos
matemadaticos como hipercomplexos, classe de residuos e outros objetos
abarcados pela Algebra ao abstrair o sentido numérico dos objetos da Algebra
Cléassica que levava em conta propriedades proprias dos numeros, como por
exemplo: a continuidade. Die Grédssen, os atuais objetos algébricos,
evidenciam outras formas de operacdes que ndo aquelas das operacdes
conhecidas no ambito dos ntimeros, porém similares a elas.

Die Gréssen”™ tem sido traduzido como as quantidades, as grandezas,
significado adquirido no século XVII que designava unidade de medida Gros,
a grosa, doze duzias. Porém a expressdo tem também, em sua raiz, o
significado de “hauptmasse [des Heeres]”, em portugués, grosso principal.

Pode-se, entdo, entender que a nova Algebra trataria daquilo que constitui o

fildo principal dos objetos que, a partir de entd0. | Qualéomodo de ser das

. , . estruturas da A lgebra?
passam a ser designados como algébricos, e gue este

fildo principal seria composto de similaridades das operacdes com esses

objetos, as leis operacionais [13 P1]. E evidente que uma nova estratégia

articuladora haveria de ser encontrada para copilar, na nova imagem, o
conhecimento até entdo acumulado sobre estes objetos. VAN DER WAERDEN

afirma:

’” Eine Eigenschaft, die jedes einzelne dieser Objekte hat oder nicht hat, definiert eine
Menge oder Klasse; Elemente der menge sind diejenigen Objekt, denen diese Eigenschaft
zukommt. VAN DER WAERDEN, B. L. Moderne Algebra, op. cit., p. 3.

% DROSDOWSKI, Giinther. Duden Etymologie - Herkunftswérterbuch der deutschen
Sprache. Manheim: Dudenverlag, 1989.
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Por isto ¢é desejavel que todos estes ambitos de “fildo
principal” sejam postos sob um conceito comum e que as leis
operacionais sejam pesquisadas universalmente nestes
Ambitos.”

A estratégia faz-se presente ao perceber-se que as estruturas de certos

sistemas algébricos podem. as vezes, serem

Como se dao as estruturas das
examinadas por um conjunto limitado de dados [2 | presencas estrutura da Algebra-

cor humann?

P2]. Esta estratégia ¢ fruto da idéia de que existe
algo que pode caracterizar espécies de sistemas algébricos. As experiéncias
matematicas anteriores ja mostravam que a caracteristica pode ser composta
de um conjunto de dados e que os dados, o fildo principal, estd relacionado
com as operacdes e relagdes. Esta forma de articulagdo perpassa todo o
trabalho de VAN DER WAERDEN, porém ¢ certificada pela primeira vez em
sua definicdo de Sistema com Dupla Composi¢cdo como um conjunto com duas
composi¢cdes: soma e produto, ¢ ao definir anel como um sistema, como

segue:

Original: anexo 3
11. Anel

Um sistema com composi¢do dupla chama anel, se as seguintes
leis de calculo forem cumpridas para todo elemento do
sistema:

I. Leis da adicao.

a) Lei associativa: a+ (b+c¢)=(a+Db) +c.

b) Lei comutativa: a+b=>b + a

c) Solubilidade da igualdade a + x = b para todo a e b.

II. Lei da multiplicagdo.

a) Lei associativa: a . bc = ab . c.

III. Lei distributiva.

a)a.(b+c)=ab + ac.

b) (b +¢).a=ba + ca.

VAN DER WAERDEN afirma que, em um anel, as leis da adi¢cao indicam
que os elementos do anel formam um grupo abeliano, o grupo aditivo do anel,
pois a lei ¢ é dependente da existéncia do elemento simétrico. Este, por sua

vez, depende da existéncia do elemento neutro, que ¢ Unico, pois o grupo ¢

% “Es ist daher wiinschenswert, alle diese Grdossenbereiche unter einen gemeinsamen
Begriff zu bringen und die Rechengesetze in diesen Bereichen allgemein zu untersuchen.”
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abeliano, um resultado obtido do estudo de grupos abelianos, que aparece nas

paginas anteriores do livro. A articulag¢do posta por VAN DER WAERDEN

denota a caracteristica hierarquica de sua forma de

Qual ¢ o modo de ser
organizacdo. Ndo s por encaixar a estrutura grupo na | matematico do ser humano na
constru¢do do conhecimento
estrutura  anel, mas também  por  transmitir | dasestruturas da Algebra?

economicamente resultados de estudo de uma

estrutura algébrica, para dentro da definicdo de um outra estrutura algébrica

constituindo um sistema de afirmacdes e explorando ao maximo o método

axiomatico [5 P3].
Sem duvida, a afirmagdo de que uma transmissdo econdmica de

resultados ocorre, ndo pode ser tomada de modo ingénuo. Ao transmitir-se

economicamente € preciso responder certas questdes

Qual é o modo de ser
matematico do ser humano na
construgdo do conhecimento
das estruturas da Algebra?

que envolvem o como e com que finalidade o0s

resultados e as leis de um dominio original refletem-

se em um novo dominio [6 P3]. Sdo estas questdes que norteiam, desde o
inicio do livro, um pesquisar algébrico estrutural que tece uma unicidade
teorica e que permite a afirmagdo de que VAN DER WAERDEN explicitou, de
forma coesa, o que é estrutura da Algebra.

Transmissdes econdmicas similares a ocorrida entre grupo e anel dao-se

ao definir corpo a partir de um anel:

Original: anexo 4
III. Anel e corpo

Corpo. Um anel chama-se corpo torto, quando

a) ele possui no minimo um elemento diferente de zero,

b) as equagdes ax = b e ya = b para a diferente de zero sdo
sempre soluveis.

Se o anel, além disto, for comutativo, ele serd um corpo ou
um dominio de racionalidade (em inglés: field).

que possui, por a) e b), o elemento neutro da multiplicacdo e,
conseqiientemente, o elemento inverso; na demonstracdo de que um corpo
torto ndao possui divisor de zero e ao definir dominio de integridade a partir

de um anel comutativo que sé possui o zero como divisor de zero, ou seja, de

VAN DER WAERDEN, B. L. Moderne Algebra, op. cit., p. 35.
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a.b = 0 tem-se a =0 oub = 0. Do dominio de integridade definem-se os
ideais e destes ¢ inspirada uma constru¢do do sistema dos hipercomplexos, e,
finalmente, constituindo a estrutura corpo como aquela que abarca todas as
outras estruturas.

Como pode ser constatado, ndo faz parte da tematica da nova Algebra a
caracteristica dos elementos que os define como um conjunto, nem tampouco

0s processos operacionais, seus algoritmos e seus resultados. Ao definir o

dominio algébrico gerado pelos elementos de um

Qual ¢ o modo de ser das

. . . . . . , . ( 2
conjunto, privilegiam-se leis universais de possiveis | @tuwurasda Algebra:

operacdes entre os elementos e a existéncia de elementos com determinadas

caracteristicas operacionais e suas possiveis dependéncias [14 P1], por

exemplo, o elemento neutro e o elemento simétrico e inversivel; a condicdo
da inexisténcia de divisores de zero; o fato de todo dominio de integridade
ser corpo.

O dominio assim definido é o dominio de uma estrutura algébrica e sua

teorizacdo explicita o sentido desta estrutura, independente de ela ter um

preenchimento substancial que evidencie caracterizacdes

Qual é o modo de ser das
estruturas da Algebra?

especificas no ambito de um dominio particular daquela

estrutura, no qual os resultados das operacdes poderiam, supostamente,

expressar sentidos e adquirir significados, definindo o campo de aplicagdo [15

P1].

As estruturas da Algebra exercem o papel principal no novo ato
algébrico, pois cada uma delas demarca um campo de comportamento
matemdatico, o seu dominio. O estudo dos dominios possibilita um
aprofundamento sintético e analitico no corpo de conhecimento matematico ao
focalizar universalmente as leis operacionais. O livro Moderne Algebra traz
uma explicacdo do sentido das estruturas no ambito de seu dominio, de suas
possiveis relagdes com outros dominios estruturais algébricos, da transmissao
de resultados de um dominio a outro dominio e suas aplica¢cdes em diferentes
conjuntos de objetos matematicos.

Nos trés primeiros capitulos do livro ¢é desenvolvida uma base segundo
uma organizacao hierarquica abstrata que revela parte do velho conhecimento
algébrico na nova imagem algébrica. Nos outros capitulos do livro, coerente a

esta nova imagem, sdo explicitadas solugdes de problemas nao resolvidos no
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corpo de conhecimento da Algebra Classica e também exposta a pesquisa
estrutural algébrica em varias areas do conhecimento Matematica.

Porém, nem mesmo a grandiosidade e brilhantismo do contetido do livro
Moderne Algebra pode ofuscar a evidéncia de que o fildo principal dos
dominios que permitiram as articulagdes matematicas e o estabelecimento de
uma nova imagem da Algebra ja estavam presentes no corpo do conhecimento
matematico. O fildo principal dos dominios encontra-se registrado nas
aplicagdes e exemplos do proprio livro, como grupo de transformagdes ou
permutagdes, anéis de polindmios, hipercomplexos etc. Portanto, seria muito
prematuro afirmar, da analise desta obra, que o método axiomatico abstrato,
aquele usado por VAN DER WAERDEN, teria sido o unico responsavel pelos
novos rumos da Algebra. E muito dificil contra-argumentar a afirmagio de

CORRY sobre os motivos internos da mudanca ocorrida na Algebra:

Esta mudancga, entretanto, ndo foi provocada pela mera adogao

da formulagdo abstrata em algebra nem pelo crescimento

uniforme do corpo de conhecimento. Ao invés disto, ela foi o

produto de uma transformag¢do mais profunda e abranjente do
.. . . 100

objetivo ¢ do método da algebra.

O matematico historiador E. T. Bell, quando descreve o desenvolvimento
estrutural da Matematica que vai do particular e detalhado até o abstrato e
geral, aponta para um fato de extrema importidncia cientifica e pedagogica
porque foca a questdo do abstrato de maneira criativa, rigorosa e, além disso,

aponta e desmistifica preconceitos sobre o objetivo e o método da Algebra:

Ao seguir o desenvolvimento tem-se que evitar especialmente
um mal entendido entre outros que poderiam ser produzidos.
Os que ndo sdo matematicos de profissdo se inclinam as vezes
em confundir a generalidade com a variedade e a abstracgéo
com a vacuidade. Nas generalizacdes e abstragdes matematicas
que vamos nos ocupar aqui, o oposto ¢ o certo. Cada um em
sua especializacdo adequada e concreta, proporciona casos
determinados a partir dos quais se desenvolveu.'!

' This change, however, was not brought about by the mere adoption of the abstract
formulation in algebra nor by the steady growth of the body of knowledge. Rather, it was
the product of a deeper, overall transformation of the aims and methods of algebra.
CORRY, Leo. Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures, op. cit., p. 64.

"""Al seguir este desarrollo hay que guardarse especialmente de um malentendido entre
todos los que se podriam produzir. Los que no son matematicos de profesidon se inclinan a
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O que esta sendo afirmado ¢ que a generalizacdo matematica nao pode
ser confundida com variedade, e nem tdo pouco abstragdo com esvaziamento.
A generalizagdo pode provocar uma certa renincia de sentidos matematicos
conhecidos enquanto a abstragdo possibilita a revelacdo de valores
matematicos que atendem a variedade.

Por exemplo, na generalizagdo matematica na teoria dos numeros, o
conjunto dos numeros inteiros contém o conjunto dos nimeros naturais, como
simples detalhe, pois os naturais sdo também inteiros. E uma vez que se tenha
a teoria dos nimeros inteiros tem-se também a teoria dos numeros naturais.
Além do mais, toda generalizacdo proporciona avangos matemadaticos distintos
daqueles de onde partiu a generalizagdo. No conjunto dos niimeros inteiros ¢
sempre permitida a operagdo inversa da adi¢cdo, a subtracdo. Por exemplo: 5 -
4=1¢e4-5=-1, 0o mesmo ja nao acontece no conjunto dos naturais. Isto
porque a operacdo da adicdo no conjunto dos inteiros passa a ter um outro
sentido matematico, com a introducdo dos niimeros negativos. A operacdo da
adi¢do dos inteiros possui uma norma, em termos modernos, conhecida como
a lei do cancelamento. H4 um esvaziamento de sentido da adicdo como uma
acdo de juntar que acrescenta, em beneficio de outro sentido, a acdo de juntar
que cancela, mesmo considerando-se que o esvaziamento de sentido soé
acontec¢a enquanto o numero natural esteja inserido no dominio dos inteiros.

Por outro lado, o sentido da estrutura algébrica em seu dominio,

alcancado pela abstracdo matematica da caracteristica dos elementos que

define o conjunto e pela abstracdo do sentido da operacdo, refere-se sempre a

variedade de colecoes portadoras do “fildo principal”, que permanece sujeita

a um preenchimento substancial e que possui determinados comportamentos

matematicos que perduram mesmo quando preenchidas

Qual ¢ o modo de ser das

. . . estruturas da Algebra?
substancialmente, ou seja, quando conhecemos a lei de &

composicdo da operacdo e a caracteristica de seus elementos, aquela que os

definem como um conjunto. A caracteristica esta aberta a variedade e pode vir

veces a confundir la generalidad com la variedad, y la abstraccion com la vacuidad. En las
generalizaciones y abstracciones matematicas de que nos hemos de ocupar aqui lo opuesto
es lo certo. Cada uno, en su especializacion adeguada y concreta, proporciona casos
deternimados a partir de los cuales se desarrollé. BELL, E. T. Historias de las
Matemadticas. Trad. R. Ortiz. México: Fondo de Cultura Econémica, 1996, p.198.
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a ser determinada, sem interferir no “fildo principal”. Nesta perspectiva, a

vacuidade da abstracdo matematica dilui-se evidenciando a variedade. O

tratamento estrutural algébrico refere-se, num sO golpe, a varias espécies de

colecdes de objetos algébricos [16 P1].

Quando se considera o estabelecimento das estruturas no contexto do
livico Moderne Algebra, tem-se em mente o impacto da imagem da Algebra no
ambito da Matematica ocidental, ao abranger varias areas com um mesmo
tratamento, provocando a tradu¢do do livro em diversos idiomas. A nova
imagem ¢ apresentada no livro, plena e incontestavel, ndo no sentido de que
ela ndo precise de aprimoramentos matematicos algébricos, mas pelas suas
coerentes articulagdes nesta nova imagem, que sem sombra de duavidas, ndo
podem ser associadas a uma simples publicacdo ou ao trabalho de um unico
matematico.

O livro ¢ tomado como uma fonte de pistas, ja que o entendimento da
imagem da Algebra que ele propaga desvela referéncias importantes, tanto
aquelas que se orientam para o entendimento das possibilidades abertas pela
nova imagem, que sdao as estruturas matematicas estudadas no século XX,
quanto aquelas que se orientam para o desvelar das imagens que
possibilitaram o vislumbre da nova imagem.

Visto de um certo dngulo, o que até aqui foi feito, ao considerar-se o
livto Moderne Algebra, ¢ uma exploracdo de um porto historicamente
reconhecido - o presente histérico das estruturas da Algebra - como referéncia
na construcido/produgio das estruturas da Algebra, onde nossa investigagio
lanca 4ncora. Parte-se daqui, seguindo pistas deixadas por VAN DER
WAERDEN. Ao tematizar-se momentos relevantes da historicidade das
estruturas da Algebra, as perguntas que se colocam sido: por que o matematico
VAN DER WAERDEN pode fazer o que fez e como o fez? Quais resultados
matemadticos poderiam ter-lhe concedido o insight inspirador de seu trabalho,
aquele que possibilitou as interliga¢des entre ideal, anel, corpo e grupo?

O proprio autor cita matematicos que influenciaram o seu trabalho em
diferentes edi¢cdes e em varios momentos: na introducdo do livro, na
introducdo dos capitulos ou assuntos. Os matemadticos inspiradores elencados,

nesta tese, para esclarecer as perguntas colocadas sdo: Emmy Noether (1882-
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1935)'?, Ernst Steinitz (1871-1928)'", Richard Dedekind (1811-1916)'" ¢
Evarist Galois (1811-1832)'”. O motivo dessa escolha ¢é o de ressaltar a
imagem da Algebra em seus trabalhos, focando o porqué VAN DER
WAERDEN pdde realizar sua obra, seguindo a lei fundamental exposta por
HUSSERL, que busca reativar as premissas da construg¢do/producdao do
conhecimento explicitando o Apriori universal historico em direcao a
Estrutura Apriori.

Nos comentarios sobre o livrto Moderne Algebra, afirmou-se que a
estratégia de VAN DER WAERDEN ¢ fruto da idéia de que existe algo que
pode caracterizar espécies de sistemas algébricos. Porém, o que ¢ que pode
garantir a fusdo dos dominios de estruturas? O que deu a certeza de que, ao
definir-se hierarquicamente os dominios, haveria uma possivel transmissdo de
resultados de um dominio ao outro? CORRY dedica um capitulo de seu livro

elucidando a questao.

/.../ nos artigos decisivos sobre fatoracdo de anéis abstratos de
Noether, todos o0s elementos
relacionados a imagem estrutural
aparecem juntos, de forma
esclarecedora. Os insights
inovadores implicados neste artigo sugeriam a ela, aos seus
estudantes, colegas, e seguidores, a expectativa de falar de
varias disciplinas algébricas a partir
de uma perspectiva unificadora, na | Qual ¢ o modo de ser

~ temati h
qual a nocdo de uma estrutura | Maematico doser humano na
loébri t4 construgdo do conhecimento
algébrica esta

. struturas da Algebra?
no foco de Qual é o modo de ser das das estruturas da Algebra
. 106 estruturas da Algebra?
interesse.

[17 P1],[3 P2]
e [7 P3]

Como se dao as estruturas das
presencas estrutura da Algebra—
<or humann?

2 VAN DER WAERDEN, B. L. Moderne Algebra, op. cit., p. 2.

8 1dem, ibidem, p VL

% Idem, ibidem, p. 84.

5 Jdem, ibidem, p- 1.

106 «/ ./ in Noether’s decisive articles on factorization in abstract rings, all the elements
that inform the strutural image are brought together in an illuminating manner. The
innovative insights implied by these articles suggested to her, to her students and
colleagues, and to their followers thereafter, the expected gains of addressing the various
disciplines of algebra from a unified perspective in which the notion of an algebraic
structure lies at the focus of interest.” CORRY, Leo. Modern Algebra and the Rise of
Mathematical Structures, op. cit., p. 222.
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Embora a fonte inspiradora dos insights matematicos fosse o artigo de
1921, que trata pela primeira vez da unicidade da fatoragcdao em anéis, a
analise retrospectiva do trabalho de Emmy Noether serd iniciada em seu
artigo Idealtheorie de 1926, por evidenciar aspectos fundamentais da nova
imagem da 4algebra e por encaminhar possiveis respostas as questdes
colocadas sobre a estratégia de VAN DER WAERDEN.

Este artigo tem o foco de interesse no dominio da estrutura dos anéis,

traz em seu horizonte de futuro matemadtico a construcio

Qual ¢ o modo de ser das

. . L, truturas da Algebra?
abstrata da atual Teoria dos Ideais, declara o inicio da | ©"rasdadiseora

abordagem estrutural algébrica e descreve a formalizacio da Algebra como o

estudo de espécies de algebras em seu nascedouro. Ele é. portanto, um marco

importante para a nova imagem da Algebra pela consisténcia, abrangéncia e

cardter conclusivo de seu aspecto unificador [18 P1], podendo revigorar

trabalhos de antecessores como o de DEDEKIND na Teoria dos Numeros
Algébricos, o de HILBERT em invariantes e Teoria de Numeros Algébricos, e
o de LASKEER e MACAULAY sobre polindmios.

Neste trabalho, NOETHER parte de um anel comutativo R e vai langando
mao de axiomas a medida que surge a necessidade de provar os teoremas de
decomposi¢do para atingir a subordinacdo desejada, aquela que abrangeria
tanto o conhecimento de corpos de elementos determinados, ou seja, aqueles
dos quais se conhece a caracteristica, quanto o de corpos de eclementos
indeterminados, aqueles dos quais ndao se conhece a caracteristica. A idéia
central é que desmembramentos como a fatoracdo em primos no dominio dos
naturais, racionais e inteiros, a fatoracdo de polindémios quaisquer e a
fatora¢do de ideais em corpos de nuimeros algébricos, assim como a particao
dos inteiros em classes residuais, podem ser tratados de uma mesma forma.

NOETHER induz este raciocinio para o amago do ambito das estruturas,

abstraindo o seu significado numérico, chamando os desmembramentos de

decomposicdo, e mostra que as decomposigdes

Como se dao as estruturas das
assim tratadas independem da operacio definida no | Presencas estrutura da Algebra—

cor humann?

dominio da estrutura [4 P2].

Noether 1926, 37: Para a subordinacdo de corpo numérico ¢ de

corpo de fungdo ¢ suficiente o cumprimento dos axiomas de I a
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V e isto aponta para os dominios bédsicos — numeros inteiros,

polindmios de uma indeterminada, dominio funcional de
A e . 107

polindmios de varias indeterminadas.

Segundo CORRY'® os cinco axiomas sdo formulados no inicio do
artigo: I. R satisfaz a.c.c. (condicdo de cadeia ascendente - ascending chain
condition); 11. Toda cadeia propriamente descendente de ideais em R, cada
uma delas contendo um ideal ndo-nulo, é uma cadeia finita; III. Existe um
elemento unitario para a multiplicagao; IV. Nao existe divisores de zero em R
e; V. O corpo das fragcdes do anel ¢ integralmente fechado (isto ¢, cada
elemento do corpo das fragdes, que ¢ um inteiro em relacdo a R, pertence de
fato a R).

Pode-se notar que as condigdes iniciais do trabalho de NOETHER estao
definidas no dominio de estrutura de anéis, cujos elementos sdo ideais que
compdem cadeias especificas, prescritas nos axiomas I e Il e que os axiomas

IIT, IV e V referem-se as propriedades multiplicativas no anel, induzindo uma

Teoria Multiplicativa de Ideais que tem a fatorac¢do | Qualé o modo de ser das
estruturas da Algebra?

como principio condutor [19 PI1].

O primeiro teorema a ser considerado por NOETHER ¢ o decorrente do
primeiro axioma: Qualquer anel que safisfaga a a.c.c. ¢ decomposto como
intersecdo finita de ideais irredutiveis.'” O préprio enunciado do teorema
denota a possibilidade da relacdo de amel e ideais irredutiveis, e define a
equivaléncia entre anel e ideal em termos das propriedades de inclusdo,
independente de qualquer operacdao definida no dominio da estrutura. Para
exemplificar mais intensamente como se da a subordinag¢do da decomposigdo,

toma-se aqui o principal teorema de decomposi¢dao: VI. Se um anel satisfaz os

"7 Noether 1926, 37: “Zur Unterordnung von Zahl — und Funktionenkorpern geniigt es
somit das Erfiilltsein der Axiome I bis V fiir die Grundbereiche — ganze Zahlen, Polynome
einer Unbestimmten, Funktionalbereich der Polynome mehrerer Unbestimmter -
nachzuweisen.” Idem, ibidem, p. 243.

% 1. R satisfies the a.c.c.

II. Every proper descending chain of ideals in R, each of which contains a given non-zero
ideal, is a finite chain.

II1. There exists a unity for the multiplication in R.

IV. There are no divisors of zero in R.

V. The field of fractions of the ring R is integrally closed (i.e., each element of the field
of fractions, which is an integer with respect to R, belongs in fact to R.). Idem, Ibidem, p.
239,

1 «Any ring satisfying the a.c.c. is decomposable as a finite intersection of irreducible
ideals”. Idem, ibidem, p. 243.
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axiomas de I a V, entdo todo ideal do anel ¢ representado de modo tUnico
como interse¢do de um numero finito de poténcias de ideais primos.""’ Este
teorema afirma a representacdo de ideais por ideais primos e define a
equivaléncia entre ideal e ideal primo em termos das propriedades de

inclusdo. No artico de NOETHER ficam visiveis as possibilidades de

hierarquizar as estruturas pela inclusio e que a

Qual é o modo de ser
matematico do ser humano na
constru¢do do conhecimento
das estruturas da Algebra?

transmissdo de certos principios, quer seja na forma

de condicdo inicial, como o caso da a.c.c., quer seja

na forma de tratamento, como o caso da idéia de intersecdo, podem levar a

resultados similares em dmbitos diferentes e avangos tedricos [8 P3].

Dada a possibilidade das defini¢des de estruturas serem hierdrquicas, as
reflexdes sobre as formas de apresentagdo das teorias que pendiam ora para o
genético, ora para o axiomatico, voltam-se para o ponto de vista axiomatico
com a finalidade de redefini¢do das hierarquias conceituais contribuindo com
a estabilidade da nova imagem veiculada pelo método axiomadtico organizado
hierarquicamente pela inclusdo.

Embora tenha-se apresentado condi¢cdes matemadaticas que elucidam
algumas idéias de como foi possivel a fusdo de alguns dominios de estruturas,
h4 de se pensar o que teria levado NOETHER a considerar um anel de ideais
e por que estes dominios estruturais aparecem inquestionavelmente de forma
abstrata em seu artigo de 1926, como no enunciado do primeiro teorema:
“Qualquer anel....”

Nos trabalhos de NOETHER manifesta-se um limite real entre a

formalizacdo do dominio numérico e a formalizacdo da | Qualé o modo de ser das

A . ~ , - , estruturas da Algebra?
Algebra como sendo a unificacdo das algebras ndo soé

pela igualdade de certas propriedades de determinados conjuntos, mas em

torno de possiveis articulacdes que correspondessem a varias formas de

fatoragdo [20 P1]. E nesta fase que se encontra o germe da estrutura da

algebra, ou seja, de que uma mesma estrutura poderia ser encontrada em

conjuntos de elementos de natureza diferente, com

;. . . .. Como se ddo as estruturas das
S€US proprios modos operacionals, que€ OS dominios presencas estrutura da Algebra—

ser humano?

"0 «VI. If a ring R safisfies axioms I — V, then every ideal in R is uniquely representable
as an intersection of a finite number of powers prime ideals”. Idem, ibidem, p. 245.
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estruturais mantinham uma relacdo de inclusdo, definidora de uma hierarquia,

e, além disso, constatou-se, ainda, a possibilidade de que os teoremas, 0s

axiomas € as proposicOes de dominios estruturais particulares pudessem ser

transferidos para um dominio de estrutura alegébrica. E, para finalizar, que se

poderia trabalhar com a idéia de espécie de estrutura [5 P2].

No artigo de 1921, encontram-se vestigios da elaboracdao inicial da
organizacdo hierdrquica e, pela primeira vez, a estrutura ¢ tomada em sua
forma abstrata dando suporte a uma teoria de representacdo de algebras.

NOETHER inicia seu artigo afirmando:

O conteado do trabalho aqui apresentado constroi a
transferéncia dos teoremas de decomposi¢do (Zerlegungssitze)
de numeros inteiros racionais, assim
como a de ideais em corpo de hy

i loébri ‘deai matematico do ser humano na
num’er.os algebricos, cm 1deais cm constru¢do do conhecimento
dominios de integridade qualquer e | das estruturas da Algebra?
dominios de anéis em geral.'"' [9 P3]

Qual ¢ o modo de ser

A palavra Satz, plural Sdtze, contida na palavra Zerlegungssdtze
traduzida como teoremas de decomposi¢do, tem varios significados
matematicos em portugués. Sdfze pode ser traduzida como teoremas,
proposi¢cdes e axiomas. Portanto, a afirma¢do de Noether ndo precisa ser
necessariamente interpretada como uma transferéncia de resultados que,

quando checados nos dominios conhecidos, ddo respostas satisfatérias, mas

também pode ser interpretado como uma transferéncia

Como se ddo as estruturas das
mais ampla que envolve a criacdo de recursos | presencas  estruura  da
Algebra—ser humano?

matematicos € que assume a mudanca da natureza do

dominio para o qual a transferéncia deve realizar-se. Noether percebeu, de

alecuma forma., que ela ndo tinha mais a necessidade de referir-se a um

dominio de integridade numérico, nem tampouco a um dominio de integridade

numérico qualquer. Ela refere-se a um dominio de integridade qualquer, como

também ndo se refere a anéis de alguma coisa, como anéis de polindmios,

refere-se a anéis em geral [6 P2]. E exatamente neste

Qual é o modo de ser das
estruturas da Algebra?

U «Noether 1921, 25: “Den Inhalt der vorliegenden Arbeit bildet die Ubertragung der
Zerlegungssidtze der Zerlegungssidtze der ganzen rationalen Zahlen, bzw. der Ideale in
algebraischen Zahlkorper, auf Ideale in beliebigen Integritdts-, allgemainer
Ringbereichen.” Idem, ibidem, p. 228.
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ponto que o dominio passa a ser efetivamente dominio de estrutura e que se

estabelece o nuclear das relagdes das espécies de estruturas [21 PI1]. A

Algebra revela-se como algo novo e ndo como um crescimento natural,
uniforme, continuo e seqiiencial do corpo de conhecimento da Algebra

Classica, como se fosse uma mera resultante. E evidente que o salto

qualitativo dado por NOETHER tem, como pano de | Qual ¢ o modo de ser

. matematico do ser humano na
fundo, o trabalho de grandes matematicos, | construgio do conhecimento

das estruturas da Algebra?

contemporaneos e predecessores, porém “NOETHER

nio combinou simplesmente as realizacdes de seus predecessores: ela adianta-
»112

se com um trabalho matematico que era essencialmente diferente do deles.
[10 P3].

Para realizar a transferéncia dos teoremas de decomposicdo,

primeiramente ela reconsidera a fatoracdo dos inteiros em primos sob uma
nova perspectiva. Tomou a decomposi¢do de numeros inteiros racionais da
seguinte forma: dado um numero inteiro, ele pode ser decomposto em fatores,
que sdo produto de poténcias de primos. Exemplo: 126 =2x9x7=2x3’x
7 onde q1=2,q2=9;q3=7 oul26=2x(-3’x7,q.=2,q0=9;q=7.
NOETHER estuda as propriedades das decomposi¢cdes de inteiros e define a
irredutibilidade dos componentes de uma decomposicdo em termos destas
propriedades, de tal forma que para cada fator q; existe um Unico p; € um
numero natural n, tal que p;" = qi. Exemplo de uma decomposi¢do ndo
irredutivel seria: 126 = 2 x 3 x 21, pois a componente 21 ainda pode ser
decomposta e ndo pode ser escrita como uma poténcia de um primo. Assim, o
teorema da fatorag¢do unica dos numeros inteiros em funcdo dos componentes

primdrios irredutiveis, q;j, € fundamentado no seguinte resultado:

Noether 1921, 25: Em duas diferentes decomposi¢cdes de um
nuimero inteiro racional em componentes primarias maiores e
irredutiveis g, coincidem o numero de componentes, o0
correspondente numero primo (exceto o sinal) e os

113
expoentes.

2 «“Noether did not simply combine the achievements of her predecessores; she came
forward with a mathematical work which was essentially different from theirs.” Idem,
ibidem, p. 251.

'3 “Noether 1921, 25: “Bei zwei verschiedenen Zerlegungen einer ganzen rationalen
Zahl in die irreduziblen, groften primdren Komponenten q stimmen die Anzahl der
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Desse modo foi construido para numeros primos inteiros um caminho

semelhante aquele construido tanto para os ideais de

Como se ddo as estruturas das

polindmios que podem ser decompostos em | presencas estrutura da Algebra—
ser humano?

componentes primarios, quanto para o caso de um

ideal primo estar associado a cada componente primdario, a fim de estender o

teorema da fatoracdo unica para anéis em geral, unificando as algebras em

torno da idéia de decomposig¢do [7 P2].

Ao definir um anel, NOETHER cita o trabalho de Abraham Fraenkel

(1891-1965) sobre numeros p-adicos que discutia sistematicamente as
propriedades basicas destas entidades numéricas como sistema axiomatico.
FRAENKEL também formulou claramente as relagdes entre grupo e anéis, e
mostrou que se um anel ndo possui divisores de zero, ele é corpo. Com isso
foi possivel transladar todos os conceitos da Teoria Algébrica dos Corpos,
desenvolvidos por Ernst Steinitz (1871-1928), para a Teoria dos Anéis. Uma
vez que as articulagdes entre grupo e anéis, anéis e corpo, grupo € corpo
estavam estabelecidas, faltava construir a articulagdo entre anéis e ideais para
completar a cadeia das estruturas.

NOETHER, em sua defini¢ao de anel faz uso de axiomas abstratos e
gerais. Seu trabalho ¢ focado nos anéis comutativos, nos quais todo ideal tem
uma base finita (Endlichkeitbedinung — condi¢do de finitude), e prova a
equivaléncia114 entre a condicao de finitude e a condi¢cdo de cadeia ascendente
(a.c.c.), declarando que a ultima condicdo tem sido abordada de forma
bastante reduzida tanto por DEDEKIND quanto por Emanuel Lasker (1868—

1941), que também desenvolveu trabalhos sobre a Teoria dos Ideais.

NOETHER lida com a condi¢do a.c.c. de forma | qua ¢ o modo de ser

~ . . . matematico do ser humano na
abstrata, ndo se referindo mais a um conjunto | construcdo do conhecimento

das estruturas da Algebra?

numérico, mas a um conjunto qualquer [11 P3].

Komponenten, die zugehdrigen Primzahlen (bis auf das Vorzeichen) und die
Exponenten iiberein.” Idem, ibidem, p. 229.
" Detalhes em Idem, ibidem, p. 229.
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STRUIK'” afirma que muito do que se fez na Algebra estaria ligado ao
nome de Ernst Zermelo, e seu famoso teorema da boa ordenac¢ao de 1902. Este
teorema afirma que, em qualquer conjunto, uma relacdo a < b (“a precede b”)
pode ser introduzida de tal forma que para quaisquer dois elementos a e b,
tem-se a =b,oua<boua>Db, e que, dados trés elementos, a, bec,sea<b
e b < c, entdo a < ¢, e que todo subconjunto ndo-vazio possui elemento
minimo, o que caracteriza a generaliza¢do da idéia de madximo e minimo da
condi¢do de cadeias ascendentes ou descendentes. Conseqiientemente, o0s
resultados da Algebra Estrutural estariam ligados também ao axioma da
escolha, que afirma que de cada subconjunto de um dado conjunto, pode-se
extrair um elemento que o represente.

NOETHER, inspirada nas idéias da Teoria dos Ideais de DEDEKIND,
desenvolve condigdes tais que um ideal seja um moédulo composto por todos
os elementos de um subanel e que a extensdo do subanel, contida no anel,
seja uma ordem. As idéias da boa ordenag¢do, do elemento minimo em termos
de uma ordem definida pelas propriedades de inclusdo implicitas na relacgdo
anel e subanel, justificam matematicamente a extensdo do teorema da
fatoragdo unica do dominio numérico para o dominio de estrutura de anéis,
apoiada num estudo rigoroso dos conceitos de irredutivel, de primo e de
ideais primarios que, sem duvida, sdo reflexos de outros trabalhos que
abordavam questdes da decomposi¢do uUnica de um polindmio em fatores
irredutiveis de um x indeterminado, para o caso de n varidveis que ¢
formulado em termos de minimo multiplo comum de ideais no dominio de
estruturas numéricas. Esta ¢ a trama tecida por NOETHER para dar o salto
qualitativo que vai ao encontro de um novo entendimento de estruturas,
aquele relativo as estruturas da Algebra.

Tanto a idéia da comparacdo de estruturas algébricas diferentes a fim de

estabelecer uma ordem entre elas, quanto a tendéncia de apresentar os

conceitos e as definicdes por axiomas que

Qual ¢ o modo de ser
matematico do ser humano na
constru¢do do conhecimento

1 9 , .
das estruturas da Algebra’ NOETHER, despontam do dominio de estruturas

caracterizam a imagem da Algebra no trabalho de

numéricas, exemplificados em seu proprio trabalho na redefinicdao de

5 STRUIK, Dirk J. Histéria concisa das Matemdticas. Trad. Jodo Cosme Santos
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irredutibilidade dos inteiros, na forma de extensdo

Como se dao as estruturas das
presencas estrutura da Algebra—

DEDEKIND e na Analise Postulacional decorrente | & /mano?

do teorema da fatoracdo, mas também no trabalho de

do trabalho de HILBERT ao desenvolver uma nova axiomatizacido da

Geometria e da Aritmética [12 P3], [8 P2].

Porém, a imagem destes trabalhos inspiradores difere da imagem
daqueles que desenvolvem uma teoria de uma determinada estrutura, como da
Teoria dos Anéis e Teoria dos Corpos, pois as condigdes das propriedades a
que se referem sdao determinadas por entidades substancializadas, ou seja, as
propriedades surgem em dominios matematicos particulares: dominio
numérico ou ndo-numérico, como o caso das permutagdes, das transformacdes
e dos objetos geométricos, sem ter a intencdo de agrupad-los em suas
caracteristicas basicas.

Para exemplificar o processo de estabelecimento de uma teoria de uma
estrutura, sera analisada a imagem da Algebra no trabalho intitulado A Teoria
Algébrica dos Corpos - Algebrische Theorie der Kérper - desenvolvido por
STEINITZ em 1910, porque ele ¢ considerado um trabalho pioneiro na
investigacdo estrutural algébrica, conhecido como o ber¢co da Algebra

Moderna. STEINITZ afirma no inicio de seu trabalho: “O objetivo deste

trabalho ¢ obter uma visdo geral de todos os possiveis | oyl ¢omodo de ser das

estruturas da Algebra?

tipos de corpos e identificar suas relacdes entre si em

suas caracteristicas basicas.”''* [22 P1].

Apesar de seu trabalho ter como pano de fundo a Aritmética € como

objeto de estudo corpos numéricos, o0 autor

Como se dao as estruturas das

justifica o titulo de sua obra Teoria Algébrica dos | presensas estrutura da Algebra—
ser humano?

Corpos, por fazer uso de um tratamento gque ndao

processa as diferencas entre as grandezas (Grdssen) inteiras e fracinarias. Sua

estratégia, para obter a concentracdo de todos os

Qual ¢ o modo de ser

tipos, consistia em considerar o corpo mais simples | matematico do ser humano na
constru¢do do conhecimento

possivel de cada tipo, e entdo desenvolver métodos | dasestrumras da Algebra?

Guerreiro. Lisboa: Gradiva, 1997, p. 319.

1% «“Eine Ubersicht iiber alle méglichen Korpertypen zu gewinnen und ihre Beziehungen
untereinander in ihren Grundziigen festzustellen, kann als Programm dieser Arbeit gelten.”
CORRY, Leo. Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures, op. cit., p. 195.
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para que deste corpo se obtivesse um novo corpo, por extensdo. O instrumento

central de seu estudo era a caracteristica do corpo [9 P2], [13 P3]. De acordo

com a descricdo de STEINITZ sobre o desenvolvimento de sua teoria

apresentada na introducdo de seu livro:

A primeira tarefa diz respeito ao conceito de corpo primo e a
uma diferenciagdo dos corpos segundo a caracteristica. Em
todo corpo estda contido um corpo
minimo ou corpo primo; o mesmo
¢ ou do tipo dos numeros
racionais (caracteristica 0), ou do
tipo do sistema de classe de restos de um numero primo p
(caracteristica p). 17 [10 P2]

Como se ddo as estruturas das
presencas estrutura da Algebra—
ser humano?

O trabalho de STEINITZ parte do conceito de corpo que contempla a
definicdo de dominio racional de KRONECKER e a defini¢do de corpo de
DEDEKIND. Esse conceito ¢ composto de sete regras: a lei associativa e
comutativa da adi¢cdo e da multiplicacdo; a lei distributiva; a lei da subtracdo
infinita e Unica e a lei da divisdo infinita e unica. Segundo essas leis o
sistema dos numeros racionais seria ele proprio um corpo minimo ou corpo
primo. Pelo estudo das propriedades dos corpos primos, Steinitz classifica as
possiveis extensdes de um corpo, em extensoes algébricas e as algébricas

denominadas extensoes transcendentes.

As extensdes algébricas pertencem as finitas, aquelas que sdo
caracterizadas pelo seguinte: todos os elementos lineares e
homogénios com coeficientes do corpo de base podem ser
apresentados por um numero finito de elementos do corpo de
extensdo.

Qual é o modo de ser

O autor analisa quais propriedades podem ser | matematico do ser humano na
construgdo do conhecimento

transmitidas de corpo para suas possiveis extensdes, | dasestruturasda Algebra?

"" Die erste Aufgabe fiihrt auf den Begriff des Primkérpers und eine Unterscheidung der
Korper nach der Charakteristik. In jedem Korper ist ein kleinster Korper oder Primkorper
enthalten; derselbe ist entweder vom typus des Korpers der rational Zahlen
(Charakteristik 0), oder vom typus des Restklassensystems einer Primzahlen p (
Charakteristik p). STEINITZ, Ernst. Algebraische Theorie der Korper. New York: Chelsea
Publishing Company, 1950, p. 5.

87w den algebraischen Erweiterung gehoren die endlichen, welchen dadurch
charakterisiert sind, dass durch eine endliche Anzahl von Elementos des
Erweiterungskorpers alle Elemente linear und homogen mit Koeffizienten aus dem
GrundKorper dargestellt werden Kdnnen. Idem, ibdem, p. 6.
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as quais podem ser obtidas por sucessivas adjunc¢des algébricas [14 P3],

inspirado no desenvolvimento das idéias de GALOIS (1811-1838). STEINITZ

define corpo algebricamente fechado, como sendo a extensdo £ de um corpo
K que contém as decomposi¢cdes em fatores lineares de todas as fung¢des de K.
O autor avancga sua pesquisa em termos do conjunto de fun¢des de um corpo e

p6de provar que existe uma unica extensdo do corpo que

¢ suficientemente grande para decompor todas as funcdes | Qual é o modo de ser das
estruturas da Algebra?

desse corpo, este é o teorema fundamental [23 P1]. Prova

ainda que a extensdo pode ser feita de uma Gnica maneira.
Como conseqiiéncia do teorema fundamental tem-se que todas as fungdes

do corpo dos complexos sdo redutiveis, ou seja podem ser decompostas em

fatores lineares no corpo dos complexos. Portanto,

Como se ddo as estruturas das
presencas estrutura da Algebra—

ele ¢ corpo de extensdo maximal _de | . pimano?

caracteristica 0 [11 P2].

No final da introduc¢ao do livro, STEINITZ anuncia uma continuidade de
sua pesquisa e da sua aplicagdo em outra 4reas da Matematica como
Geometria, Teoria dos Numeros e Teoria das Fung¢oes. Segundo nota dos
organizadores do livro, essa pesquisa nao foi nunca encontrada.

E importante ressaltar que, embora o estudo da Teoria dos Grupos tenha
sido bastante desenvolvido na Teoria dos Numeros, na Teoria das
Permutacoes e na Teoria das Transformagoes, ¢ com a Teoria Algébrica dos
Corpos, que o programa estrutural se evidencia como uma pesquisa de uma
entidade matemadtica do tipo estrutural.

STEINITZ, ao construir a Teoria Algébrica dos Corpos, desenvolveu
uma teoria ampla que justificava um conceito de nUmero com uma
caracterizagdo mais abstrata, definitiva e universalmente valida que abrangia
todos os conjuntos numéricos, naturais, racionais, inteiros, reais € complexos.

Segundo WUSSING'"” este trabalho apresenta o fim da axiomatizacdo da

Algebra Classica e é o ponto de partida para o trabalho Qual & o modo de ser das

: A ?
de NOETHER ¢ outros matematicos [24 P1]. estruturas da Algebra

Ser ponto de partida € o que caracteriza a genialidade de seu trabalho,

pois ele sugere que ndo é necessario partir de varios sistemas de nimeros com

"9 In: WUSSING, H. Die Genesis des Abstrakten Gruppen Begriffes, op. cit., p. 187.
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suas propriedades para assegurar uma fundamentacdo da Algebra, mas sim

tomar as caracteristicas estruturais comuns dos

corpos, fazendo surgir uma nova abordagem de | Como se dio as estruturas das

. . . , presengas estrutura da Algebra—
pesquisa, aquela que evidenciava o método | serhumano?

axiomatico ao expressar uma estrutura € seu estudo

[12 P2], isto porque ele se apoiou na constru¢do axiomatica do sistema
numérico de 1900 de David Hilbert (1862 — 1943).

Embora a abordagem axiomadtica, em si, ndo fosse nenhuma novidade no
ano de 1899 para a comunidade de matemadaticos, o trabalho de HILBERT,
intitulado Grundlagen der Geometrie, teve um profundo impacto. Nele, era
apresentado um conjunto de axiomas pensados para expressar a “nossa
intuicdo de espago” organizado em trés sistemas de objetos indefinidos:
ponto, linha e plano, para que, a partir deles, todo o conhecimento
geométrico, tanto da geometria euclidiana quanto da nao-euclidiana, pudesse
ser deduzido. HILBERT mostrou que era possivel construir este todo do
conhecimento geométrico dependendo do grupo de axiomas que fossem
admitidos. Inspirado no trabalho de outros mateméaticos como PEANO e
PIERI, ele iniciou uma discussdao sobre a completude de um sistema e, mais
tarde, estabeleceu uma relativa consisténcia da usual Geometria Cartesiana
quando o corpo todo dos numeros reais ¢ usado no modelo. Seu trabalho
axiomatico ¢ intensamente discutido em conexdo com a Loégica através do
movimento da Andlise Postulacional. Este movimento se estende a andlise de
defini¢des abstratas de grupo no campo numérico, principalmente, por
Edward Huntington.

Em 1900, HILBERT discute em seu artigo Uber den Zahlbegriff — Sobre
o Conceito de Numero, dois diferentes modos de lidar com conceitos
matemadticos: a abordagem genética e a abordagem axiomatica. Para explicitar
a abordagem genética traz um exemplo cldssico: as extensdes numéricas,
partindo dos nuUmeros naturais que nascem na intui¢do da contagem, que
passam pela definicdo de subtragdo, que precisa ser estendida aos inteiros,
pela definicdo da divisdao, que ¢ estendida aos racionais e, finalmente, aos
reais pensados como cortes dos racionais, enquanto o método axiomadatico era
exemplificado pela Geometria. Afirma, ainda, que embora o método genético

tenha um altissimo valor pedagodgico, o método axiomatico tem a vantagem de
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prover uma exposi¢cdo conclusiva, assim como também prover uma confianga
logica para os contetidos do conhecimento. Neste artigo ele apresenta, ainda,
axiomas aritméticos avancando o seu método axiomdtico para o campo
numérico.

O ponto central do trabalho de HILBERT ¢é a questdo dos sistemas de
axiomas que focaliza os fatos em forma de axiomas junto a discussdo da

completude do sistema. E interessante notar como o método axiomadtico surge

desvinculado das questdes estruturais, embora ele cumpra um papel

importante na construcdo da nova imagem da Algebra, pois ele é um

instrumento que permite uma mudanca segura e

. . ) Como se ddo as estruturas das
coerente na finalidade do estudo das propriedades de | presencas estrutura da Algebra—

ser humano?

um conjunto de objetos matemdaticos que provoca

uma inversdo [13 P2]: por seu intermédio, entende-se que as propriedades

podem ser axiomas quando tomadas como um fato que ocorre em um conjunto,

e que, quando articuladas em um sistema l6gico, podem

Qual é 0 modo de ser das

' o truturas da Algebra?
expressar o conjunto no qual se originaram [25 P1]. A | @7 e

checagem da coeréncia da inversdo, no contexto matematico da-se de forma
natural, pois a inversdo ocorre em dominios matematicos conhecidos. As

propriedades tomadas como axiomas, quando recolocadas em seu “habitat”

natural, ndo sé se encaixam como também sdo coerentes | Qual ¢ o modo de ser das

~ .. , . estruturas da Algebra?
a todas as relacdes proprias deste dominio [26 P1].

Tanto ¢ assim que as disciplinas de Algebra e Geometria permaneciam
desassociadas no trabalho de HILBERT, o olhar algébrico estrutural ainda ndo

se havia consolidado. E o trabalho de STEINITZ que sugere uma nova

conotacio para a inversdao proposta por HILBERT no

Qual é 0 modo de ser das

campo numeérico, a de que as caracteristicas das | ;yuuvasda digebra?

estruturas definissem o dominio estrutural, que &

reiterada no trabalho de NOETHER, com a ado¢cdo do método axiomatico [27

P1].

Segundo CORRY, STEINITZ tinha como pano de fundo outros resultados

bastante relevantes, como os de Heinrich Weber (1842—

Qual é o modor de ser das
1913)., que apresentava o conceito de grupo em termos | estruturasda Algebra?

abstratos e definia corpo como grupo com dupla

composicdo [ 28 P1]. Ele também ja havia realizado, anteriormente, uma
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analise abstrata comum estendida a duas estruturas, os grupos finitos e os
grupos infinitos, ao discutir as propriedades dos grupos de permutagdo que
tinham sua origem nas idéias de GALOIS; assim como os resultados do
trabalho de Kurt Hensel (1861-1941) sobre os corpos p-adicos, nos quais ele
j& havia constatado que qualquer inteiro ordinario pode ser expresso em um e
somente um modo como soma de poténcias de um primo. Exemplo: 216 = 2.3°
+ 2.3%, que mais tarde se estende para os racionais e, finalmente, ¢ por ele
generalizado e apresentado como p-adico nimero da forma: icipi ,onde p ¢

um nimero primo e ¢, sdo numeros racionais com denominadores ndo

divisiveis por p. Ele mostrou ainda que estes numeros tém uma estrutura de

corpo. HENSEL recebeu influéncia dos trabalhos de LIPSCHITZ,
WEIERSTRASS e KRONECKER, como também foi um estudioso de
DEDEKIND.

Antes do trabalho de STEINITZ. as estruturas eram instrumentos para

estudar as propriedades de um dominio de o0bjetos | Qualéomodo de ser das
estruturas da Algebra?

matematicos especificos e conhecidos [29 P1]. Esta ¢

uma das principais caracteristicas que denotam o surgimento das estruturas
em Algebra. Uma das mais importantes fontes inspiradoras que propiciou o
desenvolvimento das idéias estruturais foi a dos trabalhos de DEDEKIND. Ele
trabalhava individualmente e ndo tinha a mesma facilidade de sua seguidora,
NOETHER, para formar grupos de pesquisadores ao seu redor e ver seus
pensamentos serem desenvolvidos.

Embora a imagem da Algebra de DEDEKIND fosse menos abrangente do
que a de STEINITZ, a de NOETHER ¢ a de VAN DER WAERDEN, c¢la trazia
uma certa nuanca de aprofundamento préprio da abordagem estrutural

revelada nos conceitos por ele desenvolvidos. Sua Algebra era rica em

criatividade, rigor matematico e na exploracdo de

Qual ¢ o modo de ser
de matematico do ser humano na
constru¢do do conhecimento
das estruturas da Algebra?

caminhos originais. Continha modos genuinos

organizacao, definicdo e utilizacdo de conceitos e

principios, revelando uma abordagem idiossincratica no ambiente matematico

da sua época [15 P3]. Os conceitos fundamentais como:

Qual ¢ o modo de ser das

grupo, corpo. ideal, reticulados ¢ médulo eram indicios | ¢uturas da Algebra:
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de tipos de estruturas, apresentavam-se como nog¢des estruturais [30 P1].

A leitura sobre os motivos primeiros que levam DEDEKIND a debrucgar-
se sobre questdes referentes ao cédlculo diferencial ¢ extremamente importante
para que se possa constituir a sua imagem da Algebra, que é um marco na
fundamentacdo da Analise. DEDEKIND declara, em 1872, em seu trabalho
intitulado Continuidade e Numeros Irracionais - Stetikeit und irracionale

Zahlen:

Achava-me entdo [1858, N.A] [...] pela primeira vez na
situacdo de ter que expor o calculo diferencial e sentia naquele
momento mais claramente do que
nunca a auséncia de uma Como se dao as estruturas das
fundamentacdo cientifica real da | Presensas estruiura da Algebra-
; .- ) ser humano?
aritmética [...] este sentimento de
insatisfacdo era entdo tdo
poderoso em mim que decidi refletir sobre isto tanto tempo
quanto fosse preciso, até encontrar
uma fundamentacio puramente | Qual ¢ o modo de ser
aritmética e completamente rigorosa | Matematico do ser humano na
. , . Lo constru¢do do conhecimento
dos principios da analise das estruturas da Algebra?
infinitessimal. [...] A introdugao
usual dos nuUmeros irracionais se apdia precisamente no
conceito de magnitude extensiva - que ainda nao foi
rigorosamente definido em parte alguma - explica o numero
como o resultado de medir uma de tais quantidades por meio
de uma segunda do mesmo tipo. Em lugar disto pretendo que a
aritmética se desenvolva a partir de si mesma. Em geral pode
ser admitido que tais referéncias a idéias ndo Aritméticas
foram motivo da ampliacdo do conceito de numero; mas esta
ndo é uma razdo valida para aceitar na ciéncia dos numeros
essas consideracdes estranhas a
propria Aritmética. Assim como 0s Como se ddo as estruturas das
niimeros racionais negativos e | Presencas estrutura da Algebra-
fracionarios devem e podem ser | ¢ /umano?
produzidos através de uma livre
criacido, e as leis das operacdes com esses numeros podem
reduzir-se as leis das operacdes com numeros inteiros
positivos, do mesmo modo tem-se que aspirar que também os
numeros irracionais podem ser definidos completamente ¢
somente a partir dos nameros racionais [L11.11,pp.9-10]. "
[14 P2], [16P3], [15P2]

20 Me hallaba por entoces [1858, N.A] [...] por primeira vez en la situacidon de tener que

exponer el calculo diferencial y sentia ahora mas claramente que nunca la ausencia de una
fundamentacion cientifica real de la aritmética [...] Este sentimiento de insatisfaccién era
entonces tan poderoso en mi que decidi resueltamente reflexionar sobre ello tanto tiempo
como necessitara hasta encontrar una fundamentacién puramente aritmética y
completamente rigurosa de los principios del analisis infinitesimal. [...] La introduccién
habitual hasta ahora de los nimeros irracionales se apoya precisamente en el concepto de
magnitud extensiva — que no ha sido definido rigurosamente en ninguna parte — y explica
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O principio que induzia as extensdes referidas por DEDEKIND era
aquele do programa euclidiano cal¢ado no Principio da Permanéncia que
afirmava, por exemplo, que, como 2 x 3 =3 x 2, tem-se a comutativa também
valida para a raiz quadrada de dois vezes a raiz quadrada de 3 e, mais
ousadamente, também para multiplicagdo de numeros complexos. Segundo
BELL,"” a necessidade de demonstrar as afirmac¢des decorrentes deste
principio ¢ que levam DEDEKIND a criar o seu sistema de numeros reais, que
acrescido de outros trabalhos culmina com o desenvolvimento da anélise.
Assim, a idéia central de DEDEKIND era o estudo da continuidade, aquela
que nunca tinha sido esclarecida em termos aritméticos.

DEDEKIND parte da seguinte constatagdo: dado um nimero racional a,
consideremos A; a classe de todos os racionais menores do que a ¢ 4, a classe
de todos os racionais maiores do que a. Tomemos a de tal forma que ele
pertenca a A; ou a A,, portanto ou a ¢ o maior nimero de 4;, ou a ¢ 0o menor
numero de 4,. Pode-se entdo afirmar que:

1 -4;a A, sdo disjuntos.

2 - Todo nimero racional pertence a 4; ou A4;.

3 - Todo nimero de 4; ¢ menor do qualquer nimero de 4.

Duas classes que satisfagam as trés citadas propriedades sao

denominadas cortes. Assim, DEDEKIND introduziu a sua mais importante

inovacao conceitual, ou seja, as propriedades sdo

Qual é 0 modo de ser das
estruturas da Algebra?

utilizadas como instrumento  para  definir uma

determinada circunstdncia numérica [31 P1]. DEDEKIND mostra que qualquer

racional define um corte mas que nem todo corte ¢ definido por um racional,

0o que significa uma certa descontinuidade nos numeros racionais € que um

el nimero como el resultado de medir una de tales cantidades por medio de una segunda
del mismo tipo. Em lugar de esto pretendo que la aritmética se desarrole a partir de si
misma. En general puede ser admitido que tales referencias a ideas no aritméticas han sido
motivo de la ampliacion del concepto de nimero; pero no por ello existe ninguna razon
valida para aceptar en la ciencia de los numeros estas consideraciones extranas a la
propria aritmética. Asi como los numeros racionales negativos y fraccionarios deben y
pueden ser producidos mediante una livre creacidon, y las leyes de las operaciones con
estos numeros pueden reducirse a las leyes de las operaciones con numeros enteros
positivos, del mismo modo se tiene que aspirar a que también los numeros irracionales
pueden ser definidos completamente y s6lo a partir de los nimeros racionales [L 11.11,
pp. 9-10]. WUSSING, H . Lecciones de Historia de las Matemdaticas. Op. cit., p. 211.

2l yver detalhes em BELL, E. T. Historia de las Matematicas, op. cit., p. 191.
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sistema continuo ¢ a cole¢dao de todos os cortes como a linha reta. Define os
numeros reais como sendo a colecdo de todos os cortes de racionais e
demonstra todas as propriedades deste novo sistema exclusivamente usando a
relacdao de inclusdo. Discute as propriedades de ordem e mostra que o sistema
dos numeros reais ¢ um sistema totalmente ordenado e que ele forma um
continuo. Finalmente ele define todas as operagcdes de numeros reais e prova

suas propriedades. Este estudo dos numeros reais fundamenta as operagodes

tais como ﬁﬁ:ﬁ Na afirmacao de CORRY:

Aqui, a inovac¢do de Dedekind era, Qual ¢ o modo de ser
como cm outros exemplos matematico do ser humano na
importantes, ter tomado a | construgdo do conhecimento
propriedade ja conhecida e das estruturas da Algebra?

N transforma-la em wuma definicdo:
Como se dao as estruturas das st infinit , 1
presengas estrutura da Algebra— um S,IS cma 1in 191 0 ¢ aqu.e ¢ que
ser humano? contém um subsistema equipotente

préprio.'” [16 P2], [17 P3]

Mas a inspiracdo do matematico DEDEKIND ndo cessa ai. Entre 1871 e
1894, ele publica varias versdes de sua Teoria dos Ideais, que tem suas raizes
na Teoria dos Inteiros Complexos.

Por volta de 1844, KUMMER cria uma Teoria dos Numeros Ideais ao
realizar estudos sobre a possibilidade da fatoragdo tunica dos inteiros
complexos. Ele desenvolveu uma argumenta¢dao em torno de raiz da unidade
em conexdo com a Teoria das Formas Quadrdticas de GAUSS, buscando
estabilizar a fatoragdo tinica. DEDEKIND tinha conhecimento deste trabalho,
123

porém toma uma outra dire¢do. Segundo KLINE

das teorias de KUMMER e de GAUSS.

, ele faz uma generalizagdo

DEDEKIND define numero algébrico de grau n como sendo as raizes de

uma equacdo de grau n, cujos coeficientes s30 inteir0s | Qualéomodo de ser das

estruturas da Algebra?

(positivos e negativos) [32 P1]. As raizes de uma

12 «“Dedekind’s innovation here was, as in other important instances, to have taken this
already known property and transform it into a definition: An infinite system is one, that
contains a proper, equipotent subsystem.” CORRY, Leo. Modern Algebra and the Rise of
Mathematical Structures, op. cit., p. 75.

2 Ver detalhes em: KLINE, Morris. Mathematical Thought from Ancient to Modern Times.
New York: Oxford University Press, 1972, p. 823 - 826.
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equac¢do serdao chamadas de inteiros algébricos de grau n, se o coeficiente da
incdégnita, cuja a poténcia ¢ de maior grau, for 1. Como conseqiiéncia dessa
definicdo temos que um inteiro algébrico pode conter fragdes ordinarias,
desde que ele seja uma raiz de uma equagio do tipo x,+a;x" '+.....+a, = 0.

Em seguida, ele introduz o conceito de corpo como sendo uma colecio de

numeros reais ou complexos em que as operagdes de | Qualéomodo de ser das

A - . . - e N .o estruturas da Algebra?
adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo (sem divisor &

de zero) sio satisfeitas. Prova, ainda, que o conjunto de todos os numeros

algébricos formam um corpo [33 P1]. Mais tarde, introduz o conceito de anel

como sendo qualquer cole¢cdo de numeros no qual as operagdes de adicao,
subtracdo e multiplicacdo sdo definidas. Mostra que o conjunto de todos os
inteiros algébricos forma um anel assim como o conjunto de todos os inteiros
algébricos de qualquer corpo de nimero algébrico especifico.

Com base nesses conceitos, DEDEKIND mostra que os numeros
algébricos ndo possuem incondicionalmente a propriedade de unicidade de
fatoragdo. Consideremos o dominio dos niimeros da forma a+bv—5 onde a e

b sdo inteiros.
21=3-7=(4+4=5)-(4=v=5)=(1+ 24=5)- (1-24=5)

A busca de algo que pudesse ter um papel na fatoracdo do corpo dos

reais e complexos analogo ao papel do niimero natural primo na fatoracdo dos

nimeros naturais leva DEDEKIND a criar os ideaiS, | Qual ¢ o modo de ser

- . , . matematico do ser humano na
ndo mais como numero ideal, mas como classe de | construcio do conhecimento

das estruturas da Algebra?

numeros algébricos [18 P3] que, em honra a

KUMMER, chamou de numero ideal.

No exemplo acima: 21 = 3.7, ndo mais se fala do ntimero 3, mas sim de
todo ntimero divisivel por 3, 3m onde m ¢ um inteiro, assim como também nao
mais falamos de 7, mas sim de todos os nimeros divisiveis por 7, 7n onde n ¢
inteiro. Do mesmo modo nao falamos mais de 21 e sim de 21p. A classe 3m

“vezes” a classe 7n ¢ igual a classe 21p. A classe 3m ¢ um fator da classe
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21p. KLINE'" afirma que, para seguir o trabalho de DEDEKIND, ¢ preciso
acostumar-se a pensar em termos de classe de ntimeros. Ao dizer numero
ideal, ele se refere a uma classe de numeros que serd denotada pela palavra
ideal. Com o desenvolvimento da Teoria dos Ideais, criam-se tanto condig¢des
para a defini¢do de inteiro generalizado, quanto uma estabilidade na questdo
da fatoracao unica dos inteiros. Porém, a generalizagdo dos inteiros provoca
mudangas profundas nos conceitos fundamentais da Aritmética Classica como

no conceito de divisibilidade aritmética frente a divisibilidade algébrica.

Primeiro, aquilo que se refere as unidade. Sem especificar-se o
que ¢ um “inteiro”, uma unidade de uma série dada de inteiros
¢ um que divide a todos os demais. Um inteiro a “divide” a
um inteiro b, se hd um j tal que j = ab.

Segundo, ao que se refere aos “irredutiveis”. Se diz que um
inteiro a € irredutivel se “a = bj” com b, j inteiros pressupoe-
se que b ouj é a unidade e o outro ¢ a.

Terceiro, aquilo que se refere aos numeros primos. Se diz que
um inteiro a é primo se ¢ irredutivel, e se além disto a
afirmacdo de que “a divide a bj” pressupde pelo menos a uma

. . - . .. 125
das seguintes afirmag¢does: “a divide b” ou “b divide a”.

3

Estas afirmagdes estdo de acordo com as dadas para os inteiros racionais,
mas, enquanto os nimeros primos racionais coincidem com os irredutiveis, o
mesmo ndo acontece com todos os inteiros generalizados.

As idéias contidas no que foi exposto sobre ideais sdo lapidadas com o
passar do tempo pelo proprio DEDEKIND, aprofundando os conceitos de
ordem, de reticulados, estabelecendo possiveis relagdes. Porém, ¢ importante

ressaltar que, para ele, a Teoria dos Ideais foi sempre um instrumento para

compreender as propriedades da fatoracdo em casos mais gerais de numeros

algébricos como um fim em si. Para ele, o conteado | qualéomodo de ser das

.. [ . , estruturas da Algebra?
objetivo da Algebra avancada era o sistema dos numeros

2 1dem, ibidem, p. 823.

' pPrimeiro, lo relativo a las unidades. Sin haber especificado todavia lo que es un
“entero”, una unidade de una serie dada de enteros es uno que divida a todos los demas.
Un entero a “divide” a un entero b, si hay un entero j tal que j = ab.

Segundo, lo relativo a los “irreducibles”. Se dice que un entero a es “irreducibles” si “a =
bj” com b, j enteros, presupone que o b o bien j es una unidade e el outro es a.

Terceiro, lo relativo a los numeros primos. Se dice que un entero a es primo si es
irreducible, y si adémas la afirmacion de que “a divide a b;” presupone por lo menos una
de las dos afirmaciones siguintes: “a divide a b “, o “a divide a j”. BELL, E. T. Historia
de las Matematicas, op. cit., p. 231.
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complexos e a inter-relagcdo com o dominio dos racionais [34 P1]. Embora

tenha avancado seus estudos abrangendo outros dominios que ndo a Teoria
dos Numeros, considerando-os de forma genuina como cita WUSSING: ¢
Dedekind se referia, pela primeira vez em 1857, aos elementos de Galois ndo como
substitui¢cdo, mas sim como automorfismo de corpos.”126

A forma genuina ¢ ainda evidenciada em seu trabalho publicado em 1894
Zur Theorie der Ideale - Sobre a Teoria dos Ideais, no qual expde a

pesquisa sobre a relacdo entre ideais em diferentes corpos iniciada pela

definicdo de ideal em corpo normal, em que o grupo de | Qual ¢ o modo de ser das
estruturas da Algebra?

GALOIS ¢ apresentado como um exemplo [35 P1].

Todo o trabalho de DEDEKIND sobre os numeros algébricos, ideais e
corpos contribuem de forma decisiva na ampliacdo do corpo dos numeros
reais a sistemas de hipercomplexos. Na abertura do trabalho intitulado Zur
Theorie der aus n Haupteinheiten gebildeten Komplexen Grissen'”® — Sobre a
teoria das n unidades principais das quantidades complexas construidas —
publicado em 1885, ele declara que a sua pesquisa no campo numérico,
intitulado por ele de corpo, pode ser utilizada quase que literalmente para os

complexos. Sua intencdo é acrescentar sistematicamente o elemento dimensdo

n no conceito numérico, ndo sé6 do ponto de vista da geometria mas também

do ponto de vista numérico, apresentando uma

Qual é o modor de ser das
formalizacdo dos hipercomplexos em termos da | estruturasda Algebra?

propriedade numérica da existéncia ou ndo existécia de

divisisores de zero [36 P1].

Tem-se, assim, que os numeros complexos sdo numeros de um dominio
de dimensdao dois, ou seja eles podem ser escritos como um somatoério de
multiplos de unidades relacionadas a dimensdes. Assim z = a + bi, onde a ¢
multiplo da unidade 1 da dimensdo n = 1, bi ¢ multiplo da unidade i da
dimensdo n = 2. DEDEKIND afirma, ao desenvolver esta Teoria dos

Complexos, que sua inten¢do além daquela de fundamentar as afirmacgdes

2 Dedekind aluia, ya por primeira vez en 1857, a los elementos del grupo de Galois no
como substituiciones, sino como automorfismo de cuerpos.” WUSSING, H. Lecciones de
Historia de las matematicas, op. cit., p. 274.

" DEDEKIND, Richard. Gesammelt mathemtische Werke. Zweiter Band. Braunschweig:
Druck und Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn Akt.-Ges., 1931, p. 43.

128 Idem, ibidem, p. 1.
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geométricas de GAUSS sobre numeros complexos, era falar de nuimeros novos
que corresponderiam aos sistemas de quantidades ja existentes na Algebra
Superior. Retoma o trabalho de WEIERSTRASS e cria condi¢des tais que a
multiplicacdo de duas quantidades (Grdsse) x e y de um dominio (Gebiet) G

©.y®  Caso n > 2, o produto xy

de dimensdao n seja expressa por (x-y)(s) =X
de duas quantidades x, y diferentes que zero podem desaparecer, isto significa
a igualdade xy = 0, assim como a existéncia simultdnea da equagdo x* y® =0
das n substitui¢gdes correspondentes podem satisfazer a condi¢cdo de que algum
valor especial de cada uma das quantidades x, y desaparecem mas, no minimo,
uma delas ¢ diferente de zero.

O conceito de nameros quando apresentado na perspectiva da dimensao,
revela que os numeros com dimensdo maior do que dois ndo satisfazem
necessariamente a condicdo de ndao possuirem divisores de zero. O sistema
dos numeros complexos ¢é aquele de maior dimensdo que satisfaz esta
condicdo, ele ¢, portanto, o ultimo a ter a garantia das quatro operagdes ¢ de
ser um corpo. Resultado confirmado na Teoria Algébrica dos Corpos de
STEINITZ.

Um outro conceito, que pode ser apontado como uma nog¢do de estrutura
e que desde 1888 vinha sendo estudado por DEDEKIND ¢ o conceito de
reticulados, que se origina na Teoria dos Numeros Naturais e ¢ denotado por
ele de Dualgruppen. Este conceito ¢ elaborado em uma nova versdo em 1897,
que apresentava um certo desvio de objetivo. Nesta versdo ele tratava do
calculo do maximo divisor comum e minimo multiplo comum de coleg¢des de
trés ou quatro numeros, buscando decompor estes resultados em fatores
proprios que, quando operados, obtinha certos nimeros que ele chamou de
Kerne - ntcleos. O estudo das propriedades dos ntcleos introduz o conceito
de Dualgruppe, que sera a fonte de inspiragdo de Garret Birkhoff e Oystein
Ore por volta de 1930.

Pode-se afirmar que os conceitos usados por DEDEKIND, em sua grande
maioria, tornam-se um importante nticleo para a Algebra Estrutural, porém o

papel desempenhado por eles em seu trabalho ¢ na Algebra Estrutural sio

diferentes. A intencdo de DEDEKIND era a de estudar as | Qual é o modo de ser das

estruturas da Algebra?

propriedades dos campos numéricos conhecidos e, para
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tanto, precisou elaborar seus instrumentos de trabalho, nocdes de estruturas,

que posteriormente, na nova conjuntura algébrica, seriam tomados como

germes de estruturas algébricas, principalmente por NOETHER [37 P1].

Quando pensamos nas no¢des matematicas estruturais desenvolvidas por
DEDEKIND do ponto de vista da abrangéncia da abordagem estrutural atual,
elas podem nos parecer timidas e empalidecidas por lidar unicamente com o
dominio numérico, mesmo levando em conta que este dominio encontrava-se,
naquele momento, atolado em incertezas que aos poucos o trabalho dos

matematicos diluiu. Porém, é importante observar gque foi preciso o impulso

inicial de desmembrar radicalmente a idéia numérica

Qual ¢ o modo de ser
matematico do ser humano na
constru¢do do conhecimento
das estruturas da Algebra?

da geométrica, uma heranca grega que constroi o

conceito numérico através de caracteristicas

geométricas, para que surgisse um novo panorama que permitisse o vislumbre

posterior de uma relacdo formalmente explicitada entre as areas numeéricas e

geométricas [19 P3].

O esforco de DEDEKIND ao buscar um novo conceito numérico pode
parecer, num primeiro momento, um movimento separatista, mas no entanto,
seu trabalho contribuiu significativamente para a promog¢dao de uma unido
solida, fundamentada e devidamente equacionada destas 4reas numa

abordagem estrutural ao propiciar nog¢des estruturais. A imagem da Algebra

revelada em seu trabalho aponta-o como um dos nascedouros das estruturas,

circunstanciado pelas questdes numeéricas que | como se dio as estruturas das

presencas estrutura da Algebra—
ser humano?

abrangiam todos os tipos de numeros e,

fundamentalmente, como foi descrito, 0s numeros

complexos [17 P2].

Uma outra importante vertente estrutural, ja citada neste texto, que se
desenvolve ao longo da Historia da Matemadtica e ndo poderia deixar de ser
considerada, ¢ a Teoria dos Grupos, que tem seu nascedouro no trabalho de
Evarist Galois (1811-1832).

A analise do ponto de vista da Algebra Estrutural quando estendida ao
trabalho de GALOIS, antecessor de DEDEKIND, pode-nos conduzir a pensar

que este jovem francés muito pouco fez, que somente tenha pincelado,

distraido, cores na ponta de um alfinete, por ter lidado

Qual ¢ 0 modo de ser das
estruturas da Algebra?
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com um campo restrito, o campo das solucdes de equacdes tratadas com uma

das nog¢des de estruturas mais simples, a no¢do de grupo [38 P1]. Porém, nem

sempre a genialidade de um trabalho ou a abrangéncia de um olhar ¢ medida

pelo angulo de visdo aberto, mas sim pela profundidade que ilumina. E o

trabalho de GALOIS ¢ um exemplar deste tipo de | Qual¢omodo de ser das

da Algebra?
genialidade. Segundo WUSSING _Galois “/.../ realizou | """

uma reorientacdo da matematica que possibilitaria o comeco do pensamento

estrutural, particularmente na Algebra.”'” [39 P1]

GALOIS, como todos os seus antecessores que se ocupavam da resolucdo
de equacdes, o contetido principal da Algebra do momento, toma como ponto
de partida para seus estudos o conhecimento j& adquirido sobre as solucdes,
que ia desde as relagdes entre raizes e coeficientes expressas em formulas até
o esbo¢o de métodos gerais.

A corrida para alcancar a solug¢ao geral das equagdes de grau superior a
dois era antiga e foi tema de concursos matematicos da época. No século VI,
buscava-se a resolucdo algébrica destas equacgdes pela determinacdo de uma
expressao matematica composta dos coeficientes da equag¢do dada, que ao
substituir a incdégnita satisfizesse identicamente a equacao.

Com o aumento dos graus da equacdo, aumenta-se também as
dificuldades com os céalculos de radicais e as raizes “complexas” passam a ser
cada vez mais freqilientes. Surge, entdo, no século XVII, maneiras cada vez

mais sofisticadas e elegantes de céalculo. Para GALOIS™ a elegincia dos

calculos deveria ser coroada com um olhar intelectual (intellektuellen

Einsicht). Ele afirmava que o unico objetivo possivel e sensato deste modo de

elegincia é o de poder ser simplificado, ou melhor

. . . . ., Qual é o modo de ser
dizendo, ser intelectualmente simplificado, j& que | matematico do ser humano na

. ., . .. L. constru¢do do conhecimento
eles pareciam ter eficdcia metodoldgica limitada. O | gasesruturas da Algebra?

modo da simplificacdo é a fundamental caracteristica

de sua imagem da Algebra, aquela que provoca uma mudanca e traz uma nova

imagem [20 P3].

% «Galois /.../ , llevé a cabo uma reorientacion de las matematicas que supondria el
comienzo del pensamiento estrutural, en particular en el algebra.”WUSSING, H. Lecciones
de Historia de las Matemdticas, op. cit., p. 194.

B0 ver detalhes em WUSSING, H. Die Genesis des Abstakten Gruppen Begriffes, op. cit.,
p. 73 — 85.
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GALOIS langou mao de resultados fundamentais para o esbo¢o de sua
teoria, que surgem de fontes as vezes ndao muito esperadas como ¢ o caso do
trabalho de Isaac Newton (1643-1727) intitulado Arithmetica Universalis e
publicada em 1707, depois que ele ja era famoso pela sua pesquisa no campo
da Fisica. Nesta obra, ele faz um estudo de equagdes do terceiro grau
examinando as relagdes entre os coeficientes da equacdao e o produto de
poténcias de duas raizes da equacdo. Este estudo culmina no Teorema

' que afirma: qualquer polindmio

Fundamental dos Polinémios Simétricos"
simétrico de raizes de uma equag¢do pode ser expresso em termos dos
coeficientes da equagao. Segundo EDWARDS, no enunciado do teorema nota-
se que ele ja trata de entidades algébricas e ndo de equagdes e raizes. O que ja
anuncia uma tendéncia a abstracdao. Além disso, Newton deixa claro, em suas
féormulas, que as raizes podem ser “falsas™, isto €, negativas ou imaginarias,
denotando sua incredibilidade a existéncia destes nimeros.

Um outro resultado bastante importante para o projeto de GALOIS ¢
apresentado no trabalho de LAGRANGE (1736-1813), Réflexions sur la
Résolution Algébrique des Equations — Reflexdoes sobre Resolug¢do Algébrica
de Equacgoes, por volta de 1774. Nesta obra, ele examina todos os resultados
obtidos até entdo para as solucdes de equacdes do terceiro e quarto graus e

mostra como elas podem ser interpretadas como uma aplicacdo de um método

que tinha como principio a redu¢do do grau da equacao.

Uma quantidade t, chamada a resolvente, ¢ obtida como a
solugdo de wuma equacdo auxiliar chamada de equacao
resolvente, ¢ as raizes da equacgdo original sdo expressas em
termos de t. Além disto, ele mostra com sucesso casos onde a
resolvente tem a forma x; + ax, + ....+ a “'x, onde n é o grau
da equacdo, onde os X; sdo as raizes da equacdo, ¢ onde o ¢
uma das n raizes da unidade (n8o necessariamente
primitiva).132

B! Every symmetric polynomial in ry, r,, ...,r, can be expressed as a polynomial in the
elementary symmetric polynomials oy, 65, ...... , 0,. Moreover, a symmetric polynomial
with interger coefficients can be expressed as a polynomial in 6, 0,, ...... , 0, with integer

coefficientes. EDWARDS, Harold M. Galois Theory. Graduate Texts in Mathematics. New
York: Springer, 1984, p. 9.

B2 «A quantity t, called the resolvent, is obtained as the solution of an auxiliary
equation called the resolvent equation, and the roots of the original equation are
expressed in terms of t. Moreover, he shows that in the successful cases the
resolvent has the form x; + a'x, + ....+ a "'x, where n is the degree of the equacgio,
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Exemplo: para n = 4 tem-se como solugdo algébrica

a2+ 1=(a*~1)/(>-1)=0, 0 =-1.

LAGRANGE procurou generalizar o método para qualquer grau, e
mostrou que para equacdes de graus superiores a 4, a equagdo resolvente
parecia ser de grau superior a equa¢cdo dada e nao passivel de rebaixamento.

Apoiado nestes resultados, GALOIS denota K. um corpo, como sendo

todas as quantidades conhecidas como numeros | Qual ¢ o modo de ser

. . .. - matematico do ser humano na
racionais, os coeficientes da equagdo f(x) = 0, certas | construgio do conhecimento

das estruturas da Algebra?

raizes da unidade, formando um conjunto no qual as

guatro operacdOes sdo validas com as propriedades

Como se dao as estruturas das
presencas estrutura da Algebra—

cer humano? conhecidas e sem divisores de zero e denota K ( a,

b, ¢, ....) como sendo o conjunto das funcdes dos

coeficientes da equacio f(x) = 0 em K, que determinam as raizes da equacio

dada. Sabendo-se que a equacdo tem coeficientes racionais € que as raizes

poderiam ser numeros complexos [21 P3], [18 P2].

Assim, dado um polindmio especifico f(x)=x"+x+1 sobre o corpo dos

numeros racionais Q, pela formula quadrética para as suas raizes, sabe-se que

(1£4-3)

elas sao T; assim o corpo Q (+~-3) é o corpo das raizes de
f(x)=x>+x+1 sobre Q. Conseqiientemente, existe um elemento A = -3 em Q
tal que a extensdio Q (& ), onde ®° = A, contém todas as raizes de

f(x)=x> +x+1

De um ponto de vista mais geral, dado um polindmio arbitrdrio do
2 .
segundo grau p(x)= x~ + a;x + a, sobre K e sabendo-se que todas as raizes
podem ser expressas pelos coeficientes, a extensdo K (a;, a;) das funcdes
. . o e 2 2
racionais nas duas variaveis a;, a; sobre K, contém ®° = a;"- 4 a, e, portanto,

todas as raizes de p(x). As raizes de p(x) estdo em K (a;, az) (o).

where the x; are the roots of the equation, and where a é an nth root of unity (not
necessarily primitive).” Idem, ibidem, p. 22.
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Como para nem todos os graus existem formulas

Qual é o modo de ser das

universais com  radicais  para | estruturasda Algebra?

encontrar A. GALOIS foca seu

Qual ¢ o modo de ser
matematico do ser humano na
constru¢do do conhecimento
das estruturas da Algebra?

estudo na natureza das raizes e faz uso das construcdes

sistematicas das permutacdes [40 P1], [22 P3] realizadas por Cauchy (1789 —

1857) para definir “um V resolvente” como sendo um polindmio das raizes da
equacao dada de grau n, V = ¢ (a,b,c,....), exemplo: V =a + 2b + 3¢c + ..., de
tal forma que as n! permutag¢des das raizes mudassem V, quando fixado uma
raiz por vez, formando um grupo de permutacdes e, além disso, que todas as
raizes da equacg¢ao pudessem ser expressas em termos de V, fazendo K ( a, b,
c...) = K (V), onde V ¢ elemento primitivo e raiz de uma equagdo irredutivel,
polindmio pelo qual o polindmio da equacdo dada ¢ divisivel.

GALOIS investiga a inclusdo de raizes da unidade de radicais com
expoentes primos na extensdo do corpo apoiando-se no trabalho de GAUSS
que ja havia provado que estas raizes podem ser expressas por meio de
radicais menores do que o numero primo, fundamentado no conceito de
congruéncia.

GALOIS introduz as raizes imaginarias das congruéncias irredutiveis,
como também investiga a relacdo do grupo de permutag¢do origindrio com o
grupo de permutag¢des depois da extensdao do corpo, para entdo concluir a
condi¢do de solubilidade, que culmina no teorema Classico de Abel: O
polindmio geral de grau n>5 ndo ¢ resoluvel por radicais.

Tanto a obra de GALOIS como a de DEDEKIND apresentam nog¢des de
estruturas que se mostram em seus futuros matematicos como possibilitadoras
do movimento da constru¢do do conhecimento das estruturas da Algebra.

As obras destes dois matematicos europeus possuiam uma caracteristica
em comum: elas tinham como solo de investigagdo os nimeros, como também
as inquietacdes advindas do surgimento de numeros desconhecidos ou nao
convenientemente explicitados, apontando para um terreno onde as raizes das
estruturas da Algebra estio fincadas, o territorio hoje denominado de
numeros complexos.

Esses numeros constituem um circunstancial matemadatico propulsor das

nocdes estruturais construidas que se mostram No | como se dio as estruturas das

presencas estrutura da Algebra—
ser humano?
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decorrer da andlise intencional retrospectiva como sinteses de transicdo que

sustentam e possibilitam o movimento da construcao/producdo do

conhecimento das estruturas da Algebra [19 P2].

Portanto, sera preciso compreender esse circunstancial em que as nogdes
estruturais se ddo, para que se possa destacar o desempenho desses nimeros

na construcio/producido das estruturas da Algebra.

2. SOBRE O CIRCUNSTANCIAL MATEMATICO PROPULSOR
DAS ESTRUTURAS DA ALGEBRA

Nao se pode fugir ao sentimento de que
essas formulas matematicas tém uma
existéncia independente e uma
inteligéncia propria, de que sdo mais
sabias do que no6s, mais sabias até do que
seus descobridores, de que obtemos mais
delas do que originalmente foi posto
nelas.

Heinrich Hertz

A andlise intencional a ser efetuada, a partir de agora, busca uma
imagem que emerja da constru¢do do conhecimento dos numeros complexos
no corpo do conhecimento da Matematica ocidental com a finalidade de tecer
uma compreensdo do desempenho desses nUmeros como propulsor
circunstancial das estruturas da dalgebra. Perguntas como: como surgem oS
numeros complexos? O que sdo ou o que eram estes numeros? Quem sdo e
foram eles para disparar tamanha mudanca na conjuntura algébrica? devem
direcionar doravante a pesquisa.

Embora algumas dessas questdes ja se encontrem explicitadas nos textos
de Histéria da Matematica sob diversas perspectivas que incluem aspectos
sociais, econOmicos, politicos e matemadaticos, pretende-se, nessa etapa da
pesquisa, revisitar alguns dos acontecimentos matemadticos, analisando-os
numa abordagem histérico-filos6fica, que contemple os nimeros complexos
no corpo do conhecimento matematico enquanto tradi¢do e, mais do que isto,

que possa revelar a sua atuagdo no movimento da construgcdo/producio das
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estruturas da Algebra, sem, no entanto, perder de vista que a construcio do
conhecimento desses numeros foi sendo validada nas condi¢des da validagao
futura, ou seja, aquela do presente historico expressa em termos de teorias
matematicas, numa linguagem axiomatica. Portanto, a analise deve
contemplar a constru¢dao do conhecimento dos numero complexos explicitando
seu passado, seu presente - enquanto propulsor circunstancial das estruturas
da algebra - e seu futuro matemadtico, o presente atual.

A analise intencional do circunstancial matemadatico propulsor das
estruturas da Algebra sera apresentada em duas etapas: Uma andlise
historico-filosofica da constru¢do do conhecimento dos numeros complexos e

Conceituag¢do Fenomenoldgica dos imaginarios.

2.1. UMA ANALISE HISTORICO-FILOSOFICA DA CONSTRUCAO
DO CONHECIMENTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Encontra-se, no livro de Gilles Gaston Granger’, uma abordagem
bastante promissora para os fins aqui propostos ao ser elaborada uma obra
cujo tema ¢ o irracional compreendido de modo abrangente sob varias
perspectivas que ndo s6 aquela da Matematica, no surgimento dos nimeros
irracionais. A pretensdo da obra ¢ extrair da nocdo de irracional seus
aspectos positivos, contrariando ndo s6 a forma lingliistica da palavra que se
manifesta como negativa, mas também explicitar aquilo que ela denota sob um
outro enfoque que ndo o da nega¢do radical da racionalidade, sem, no

entanto, fazer uma apologia do irracional. Nas palavras do autor:

Meu projeto neste livro ¢é mais modesto. Consiste em
considerar o sentido ¢ a funcdo do irracional em certas obras
humanas, em certas criagdes maiores do espirito humano, ¢
mais particularmente nas obras da ciéncia.'**

133 GRANGER, Gilles Gaston. O irracional. Trad. Alvaro Lorencini. Sdo Paulo: Unesp,
2002.
B4 Idem, ibidem, p. 12.
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Inicialmente, o autor descreve sucintamente a ténue regido de contato
entre a racionalidade e a irracionalidade afirmando ser a irracionalidade
eminentemente polimorfa. E ela que delineia as formas do racional como
também ¢ ela que evidencia o contrario da obra realizada. A irracionalidade
aparece quando a producdo da obra foge de uma certa determinacdo
processual que constitui o trabalho de formalizacdo do qual a obra ¢ gerada e
que determina a sua natureza e o seu processo de criagdo, que obviamente se
tornou demasiado restrito ou estéril.

Nesta perspectiva, o autor distingue trés tipos significativos de
irracionalidade. O irracional apresenta-se como obstaculo; como recurso e
como renuncia. Os tipos podem ser refletidos sob trés perspectivas. Como
irracional epistémico, como irracional técnico € como irracional axiologico.

GRANGER apresenta o seguinte quadro classificatorio:

EPISTEMICO TECNICO AXIOLOGICO
OBSTACULO Paradoxos Dificuldades Doutrinas

(resolvidos) (superadas) Pragmaticas
RECURSO Conceitos Processos Doutrinas

Contraditorios Empiricos Dogmaticas
RENUNCIA Falsas ciéncias Praticas miticas Schirmerei>

Para cada linha sugerida sdo apresentadas obras cientificas e artisticas
no intuito de exemplificar e analisar o irracional. Embora sejam as
apresentagdes extremamente interessantes e diversificadas e a descrigdo de
um tipo quando analisado nas trés perspectivas propostas muitas vezes
complementem a apresentagdo de um outro tipo, aqui sera feito um recorte e
abordar-se-a o que estiver diretamente relacionado com o numero complexo.

O tipo do irracional como obstiaculo aparece no objeto criado como uma
oposicdo as regras da propria criacdo, impossibilitando suas aplicagdes.
Porém, o autor jamais desiste frente ao fracasso e continua sua obra. O
encontro com o irracional é, neste caso, o ponto de partida para uma
reconquista da racionalidade. O processo matematico fornece bons exemplos
deste tipo, pois ele solicita solu¢des. O irracional como obstdaculo epistémico

ocorre quando, no processo de conhecimento, surge uma propriedade que

135 Schwimerei — do alemdo: aquilo que se refere a ilusdo, ao fantéastico.
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impede o seu prosseguimento. Neste caso, pode-se assumir, pelo menos
provisoriamente, a contradigdo para obter-se resultados novos. Este seria um
momento do trabalho de constituicdo cientifica do objeto dentro do corpo de
conhecimento. O irracional como obstdculo técnico revela-se todas as vezes
que surgirem processos mais eficazes e mais econdmicos, que sao relativos no
sentido de poderem corresponder a aplicagdo de regras ndo necessariamente
associadas a um saber cientifico. Porém, a falta do cientifico ndo impede que
tais praticas irracionais tenham sucesso e, muitas vezes, bastam as
necessidades dos homens para garanti-las, mesmo que por tempo limitado. O
irracional como obstaculo axiologico consiste na auséncia de coeréncia de um
sistema de valores, ndo por contradi¢cdo ldégica interna do sistema, mas por
impossibilidade de sua aplicacdo. Neste caso, temos a incompatibilidade de
doutrinas éticas que estao separadas pragmaticamente.

Pode-se compreender os eventos historico-matematicos ocorridos na
constru¢do do conhecimento dos numeros complexos como manifestagdes do
irracional. Nos acontecimentos matematicos que dizem do seu surgimento,
atua como obstaculo nas operagdes imposiveis de serem executadas. No
processo da constituicdo do objeto matematico numero complexo a
irracionalidade atua como obstdculo técnico, como obstdculo axioldgico e
como obstaculo epistémico. Atuagdes que, em alguns momentos, se
entrelacam.

A andlise do desempenho dos numeros complexos no circunstancial
matematico propulsor das estruturas da Algebra, na perspectiva da
irracionalidade, inicia-se nas buscas matemadticas por solugdes dadas aos
numeros complexos no ambito da Aritmética, que sera exemplificada por um
breve comentario sobre os trabalhos de Willian Rowan Hamilton (1805-1865)
e sobre o trabalho de DEDEKIND.

CARTAN"® em seu artigo Nimeros Complexos - Nombres Complexes -
descreve a teoria das duplas de numeros de HAMILTON como sendo um
ponto de vista aritmético dos numeros complexos.

HAMILTON em seu trabalho, publicado em 1837 intitulado Teoria de

fungoes conjugadas, ou duplas algébricas - Theory of Conjugate Funcion, or
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Algebraic Couples, define uma dupla de numeros como sendo um par
ordenado, (a,b). Em seguida, define a igualdade entre dois pares e as quatro
operagdoes entre dois pares de numeros, assim como também uma
decomposi¢do do par em termos das definicdes das operacdes:

(a,b)=(a,0)+(0,6)=(a,0)+ (p,0)0,1)

Considera o nimero real x como sendo da forma (x,0); (0,])=i e (0,-1)=—i

como solugdes da equagdo (x,y)’ =(~1,0). Desta maneira o namero da forma

a+bi ou a+ib ¢ um caso particular das duplas numéricas e pode ser escrito
como (a,b) onde a,heR. Seu trabalho sobre os niimeros quatérnions de 1853,

desembocou nas relacdes numéricas ndo comutativas, mostrando que a
permanéncia das leis de composi¢do ndo era sempre possivel. HANKEL em
seu trabalho Teoria do Sistema dos Numeros Complexos - Theorie der
complexen Zahlensysteme - de 1867, refere-se a imagem do trabalho de

HAMILTON afirmando:

/.../ as leis de composi¢cdo ndo sdo propriedades dos numeros,
sendo que, ao contrario disto, as leis de composicdo
estabelecidas por definigdo criam o campo numérico
c‘,orrespondente.137

Essa afirmagdo pode ser verificada na descri¢do dada sobre o trabalho de
HAMILTON, que iniciava-se na defini¢do das leis de composi¢cdo. Esse
trabalho ¢ de relevdncia para a andlise aqui efetuada, porque ele ¢ um
exemplo do desempenho desses pares de niimeros que atuam como obstdaculo
epistémico, pois levam a determinar regides numéricas ndo comutativas,
numeros quatérnions, que desafiavam a permanéncia das leis operacionais, ou
seja, eles determinam uma nova racionalidade na algebra dos niimeros.

DEDEKIND, caminhando numa dire¢do diferente da de HAMILTON,
utiliza-se das propriedades numéricas para definir seus conceitos, apontados

nesta tese, como nog¢des estruturais, ao desenvolver sua teoria de numeros

B3¢ CARTAN (Nancy). Nombres Complexes. Exposé, D’Aprés Lartile Allemand de E.
STUDY (Bonn), par E.. In: [s/d].

B7/.../ las leyes de composi¢do no son propriedades de los numeros, sino que antes bien,
al revés, las leyes de composi¢do estabelecidas por definicion crean el correspondiente
campo numérico. WUSSING, Hans. Lecciones de Historia de las Matematicas. Op. cit., p.
210.
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hipercomplexos em 1885. Ele ndo tinha somente o proposito de fundamentar
algebricamente as afirmacodoes geométricas de GAUSS sobre os numeros
complexos, mas ainda anunciar um novo conceito de numero. Este ¢, também,
um exemplo da atuacdo dos numeros complexos no papel de irracional como
obstaculo epistémico, pois seu trabalho aponta para a possibilidade da
existéncia de sistemas numéricos que possuam divisores de zero, que sejam
diferentes de zero, quando a dimensdo numérica for maior do que 2.

Ao enfrentar a irracionalidade posta pelos numeros complexos, quando
tomados unicamente numa interpretacdo geométrica, cria-se uma nova
racionalidade numérica, que apresenta os numeros complexos de ordem
superior como os quatérnions e os hipercomplexos. A solug¢do dada pela
interpretacdo geométrica a irracionalidade primeira acomodou com sucesso o
obstaculo enquanto operagdes impossiveis e abre um campo imenso de
possibilidades matematicas, tanto no ambito da Analise Matematica quanto na
criagio de uma nova Aritmética. E preciso compreender-se, portanto, o

porqué do sucesso da interpretagdo geométrica. Segundo GRANGER:

/.../ a remog¢do completa do obstaculo que a irracionalidade
constitui sé tera lugar quando os novos objetos forem
integrados num universo em que se encontrem diretamente
associados a um sistema operatorio, e até certo ponto
definidos como operadores. Esse é exatamente o sentido que
reconhecemos nos ensaios de Wessel e Argand ¢ nas paginas
decisivas de Gauss.'®

Carl Friedrich Gauss, em 1831, realiza um trabalho decisivo explicitado
nas Ultimas paginas da obra intitulada Theoria residuorum biquadraticorum,
que na avaliagdo de GRANGER ¢ a unido de duas formas de racionalizacdo: a
racionalizagdo por representacdo intuitiva num espago e a racionalizacdo
abstrata por formulacao de regras de composi¢do algébrica. O seu objetivo ¢ o
de dar sentido a objetos simbodlicos que se adaptam perfeitamente aos
calculos, mas que nio se ligam aos objetos da Analise e da Algebra.

Nesta obra, GAUSS inclui, nas caracteristicas numéricas, uma ordem que
da sentido ao “mais” e ao “menos”, considerando objetos que ndao poderiam

ser ordenados numa unica seqiiéncia. Os objetos seriam, portanto, ordenados
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por “seqiiéncia de seqiiéncia”. A seqiiéncia dupla seria, portanto, a resultante
de seqiliéncias que teriam a passagem de +1 a —1 e de +1 a —1. GAUSS sugere
uma representacdo intuitiva espacial como sendo um plano dividido por
paralelas ortogonais, cujas “unidades de medida” de cada cruzamento seriam
+1, -1 e +1 ,-1.

O trabalho de Jean Robert Argand, de 1829, mostra que todas as semi-
retas de um plano que partem de um mesmo ponto podem ser algebricamente
representadas em seus comprimentos e dire¢des simultaneamente e representa
os numeros complexos em duas dimensdes, utilizando-se de médias
proporcionais para definir dire¢des em um circulo.

O trabalho de Casper Wessel, de 1789, publicado em Memoérias da
Academia da Dinamarca, cujo objetivo era o de apresentar uma representacao
algébrica dos segmentos de reta no plano, assim como também o de elucidar
e suprir a impossibilidade de certas operagcdes numéricas. As operacgdes
impossiveis sdo apresentadas, de maneira muita clara, na sua tabela da
operag¢do de multiplicacdo, em que:

&” =—1 portanto s=+/—1

+11 -1
+1|+1 | -1
-1 ] -1]+1| -¢
€ e |-¢| -1

Wessel deduz dai a expressdo de uma linha qualquer de
comprimento, unidade, ou raio, que sai da origem e forma um
angulo v positivo com a dire¢do da linha unidade +1, como
soma vetorial de suas proje¢cdes sobre as duas linhas unidades
+1 e & cos v + € sen v, e a expressdo de uma linha de
comprimento r por r (cos v + € sen v) /.../ Dai deriva uma
representacdo das quantidades que chamamos complexas.”139

Assim, os trabalhos de WESSEL, de ARGAND ¢ de GAUSS contribuiram
para remover por completo a irracionalidade posta pelas operacdes
impossiveis. O sucesso da empreitada vem do fato de que, ao diluir o

obstaculo das operacdes impossiveis, também apresenta novos valores éticos

33 GRANGER, Gilles Gaston. O Irracional, op. cit., p. 79.
39 GRANGER, Gilles Gaston. O Irracional, op. cit., p. 72.
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matematicos que vao compor uma nova racionalidade axioldgica relativa a
interpretacdo geométrica, podendo por uma ordem num mundo de opinides,
pareceres € argumentagdes sobre a aceitacdo ou ndo aceitacdo das operacdes
com os numeros complexos que rondavam a época de incertezas numeéricas,
registradas no trabalho de CARDANO, de 1545, com o surgimento de raizes
negativas, incluindo opinides de matematicos como Simon Stevin (1548-
1620), que as aceitava como numeros, ¢ de pensadores como René Descartes
(1596-1650), que as considerava falsas inicialmente e depois, em 1637,
denominava-as de imagindrias.

Os protagonistas desta faganha - WESSEL, ARGAND e GAUSS -
tomavam o numero complexo como uma composi¢do expressa por a + bi ou
por r (cos v + € sen v) e os entendiam como sendo uma classe de numeros. O
fato de ser o numero complexo algo composto de duas partes foi um essencial
avan¢o para que surgisse a nova racionalidade operacional finalizada por
GAUSS. Este avango estd registrado no trabalho de MOIVRE, publicado em
Philosophical Transactions, de 1739, ao extrair a raiz cubica da expressao
a++—b e supor que ela fosse da forma x+\/3. Ele calcula o valor das trés
raizes, comparando a equacdo destas raizes com a equacgdo trigonométrica de
trisseccdo de um angulo e tomou isto como sendo uma comprovacao da
natureza numérica dos complexos, onde a ¢ real e J=b ¢ imagindria.

Como se pode notar no trabalho de MOIVRE, as operagdes com o
imaginario seguem sendo executadas sem quaisquer constrangimento. O
autor, mesmo frente ao obstdculo das operagcdes impossiveis, continuou sua

obra em busca de solu¢do com as ferramentas operacionais que possuia.
Embora o objeto primeiro, \/3, ainda ndo fosse aceito, redefine-o como um
objeto composto, a+-b permitindo que o irracional como obstaculo
epistémico do objeto primeiro fosse superado, pois a expressao a++-b, ao
ser até entdo analisada, era vista somente nas suas caracteristicas como sendo

a raiz de um nimero negativo, v—b, 0 imaginario.
O periodo em que o imagindrio ¢ o foco das aten¢gdes demarca a fase das
operagdes impossiveis que se caracteriza como uma apropriacdo “cega” dos

calculos e que potencializa o carater de irracional dos complexos como
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obstaculo em seu surgimento. As operagdes impossiveis fazem-se presentes na
Andalise Matematica, principalmente, nos trabalhos de Leonard Euler (1707-
1783), Gottfried Wilhem Leibniz (1646-1716) e Johann (Jean) Bernoulli
(1667-1748), com o surgimento dos logaritmos, e na Algebra, nos trabalhos
de Albert Girard (1595-1632), Rafael Bombelli (1526-1572) e Gerolamo
Cardano (1501-1576), com o surgimento dos radicais de numeros negativos
nas resolugcdes de equacgdes.

Os logaritmos tém como idéia basica as relagdes entre os termos de uma
progressio geométrica 1,7,7°,7°,... e uma progressio aritmética 0,1,2,3,..,
formada por seus expoentes, definidas em termos das operagdes de
multiplicagdo e divisdo. Os logaritmos aparecem pela primeira vez no
trabalho de Michael Stifel (1487-1567) intitulado Arithmetica Integra e sao
por ele estendidos posteriormente para as conexdes existentes entre
progressdes de expoentes negativos e fraciondrios. Tornam-se, a partir de
entdo, um poderoso artificio de calculo.

Segundo GRANGER, a questdo dos logaritmos dos nimeros negativos
surge de forma indireta pelas correspondéncias entre LEIBNIZ e BERNOULLI
ocorridas entre 1712 e 1713 ao discutirem a ordem relativa dos numeros
positivos e negativos.

LEIBNIZ parte da afirmacdo de Antoine Arnaud de que a proporgao

-1 . . ~ .
_=T ndo pode ter sentido, pois a relacdo entre maior e menor esta posta

como igual a relagdo entre o maior e menor e aprova esta constatacdo usando

0 seguinte argumento:

log(_le = log(— 1)— logl = log(— 1), pois logl=0 e

log(ilj=logl—log(— 1)=—log(~1). Ele analisa o log(~1) , e conclui:

/.../ que o log(— 1) ndo pode ser real, mas imaginario: “Superest

ut sit non verus sed imaginarius”. Leibiniz acrescenta que se
tal logaritmo existisse como numero “verdadeiro”, ele deveria

1
ser o dobro do logaritmo do numero +—1 :(— 1)5. /../" Vemos

que para Leibniz, de um lado, a nocdo de numero designado
agora como “imagindrio” estendeu amplamente seu sentido
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originario de resultado de uma operacdo impossivel. Na
verdade, ele considera realmente a existéncia simbodlica de tais
numeros, que na verdade ndo sdo “verdadeiros” numeros
“embora no calculo eles possam ser introduzidos utilmente e
com seguranc;a”.140

LEIBNIZ chega a afirmar que os logaritmos imagindrios ndo suportam o
rigor mas sdo de grande uso no cdlculo e na arte de inventar. Em contra-
partida, seu correspondente BERNOULLI defende a existéncia de logaritmos
negativos, porém atribuindo-lhes valores reais, e tenta construir sua
argumentacdo usando duplicagdo da curva logaritmica. Por causa das contra-
argumentacdes de LEIBNIZ, BERNOULLI apresenta, para introduzir o
logaritmo de uma raiz quadrada, uma sofisticada distingdo entre a divisdao por
2 do logaritmo do numero e a média proporcional entre a unidade, positiva ou
negativa, e este numero, com a finalidade de recusar a parte imaginaria. Além
disso, ainda argumenta que estes elementos, chamados de imagindrios,
desaparecerdo ao final dos cdlculos. Toma como exemplo a relagdo entre as

tangentes de angulos maultiplos entre si, x=tga e y=tgna, chegando a

N\ .

. [(x—i —1i ~ .

expressao [ j 4 - em que, quando os termos sdo multiplicados em cruz,
X+i y+i

os imagindarios desaparecem.

Estas discussoes ndo efetivaram avangos no sentido da construg¢dao de um
sistema de objetos que mais tarde pudessem ser chamados de numeros
complexos, mas foram tomadas como referéncia por EULER em um trabalho
de 1749. Ao analisar estas obras, EULER detecta que as contradi¢cdes entre
eles sdo aparentes, pois admitem que a cada numero sé corresponderia um
logaritmo. Ele calcula log(— 1) assumindo mais de uma solug¢do e apresenta as
solugdes:

loga=A+2ir\-1 ¢ log(—a):Ai(2/1+1)7r\/—_1, onde A¢ o logaritmo real
da quantidade positiva ae A um inteiro qualquer.

Adverte ainda que a forma geral destas quantidades ¢ a+b+v—1 e calcula

loga+bx/—_1 =log+/la’ + b’ +(¢+2k72')\/—_1 , com ¢=arccosL.
e of71)-ton ) v

140 Idem, ibidem, p. 59.
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E, portanto, EULER quem da um desfecho & questio ndo s6 dos

logaritmos negativos, mas também dos imagindrios e suas quatro operacdes

basicas. Em 1777 introduz o simbolo i e operou com ele como sendo i*=-1.
A forma J-b aparece no calculo de raizes de equag¢des publicados na

obra de CARDANO de 1545, Ars Magna, que tratava da resolugdo de

equacdes do terceiro e quarto graus motivado pelos estudos de Nicold

Tartaglia (1499-1557). Ao estender o método de resolucao de equacdes do

tipo x’ — px=¢q, CARDANO depara-se com a expressido intermediaria da forma

2 3
w= (%qj —(%pj que compunha o calculo final das raizes, onde uma das

raizes ¢ da forma x:i/%q+w+3\/%q—w. Ele observa que w pode vir a ser da

forma +/—b e afirma que, quando isto ocorre, trata-se de um caso irredutivel.

No capitulo 37 de Ars Magna, embora considerando que as raizes
negativas ndo tenham autorizacdo para fornecer raizes verdadeiras de
equacdes, CARDANO continua calculando com tais nimeros, e isto fica muito
claro ao resolver um problema velho e conhecido apresentado muitas vezes

nos textos de Historia da Matematica e em livros textos de Matematica.

O segundo modo destes recebimentos falsos, diz Cardano I é

através de uma raiz de menos, per radicem ~m. Deve, por
exemplo, dividir-se 10 em duas partes, cujo seus produtos
sejam 40, isto ¢ wuma exigéncia impossivel, mas nos
procedemos assim: tome a metade de 10, ou seja 5, multiplique
5 por si mesmo, da 25; tire 40, o produto exigido, assim fica —
15, a raiz deste somado de 5 e subtraido de 5 fornece as partes

54+4/—15 ¢ 5—+/—15. O produto que aparece de modo cruzado

desaparece, dimissis incruciationibus, ¢ surge 25 menos —15,
que ¢ tanto quanto +15. O produto ¢ 40"

"' “Dije zweite Art einer falschen Annahme, sagt Cardano '), ist die durch eine Wurzel

aus Minus, per radicem ~m. Soll z.B. 10 in zwei Theile getheilt werden, deren Product 40
sei, so ist das offenbar eine unmdgliche Forderung, aber wir verfahren so: nimm die Héilfte
von 10, also 5; vervielfache sie mit sich selbst, gibt 25; ziehe 40, das verlangte Product
davon ab, so bleibt —15, dessen Wurzel zu 5 addiert und von 5 abgezogen die gewiinschten

Theile S5++—15 e 5—4/—15 liefert. Vervielfache 5+4/—=15 mit 5-—-+/—15. Die

kreuzweise entstehenden Producte fallen weg, dimissis incruciationibus, und es entsteht
25 minus —15, was so viel ist wie +15. Das Produkt ist also 40.” CANTOR, Moritz.
Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Zweiter Band. Leipzig: von B. G. Teuber,
1913, p. 508.
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CANTOR analisa os proximos encadeamentos de CARDANO e considera
que ele possuia uma visdo que ia além das abordagens matemadticas

conhecidas e afirma:

/.../ isto quer dizer, estas sdo quantidades (Grosse)
dependentes da légica formal, porque o processo de calculo
ndo é permitido a elas, como o é, no exercicio das quantidades
negativas puras e outras, e muito menos dar-lhes um sentido.'*

Importante ainda salientar que, para CARDANO, estas quantidades
(Grésse)'™® sdo impossiveis e que, no capitulo XVIII de seu livro, ja apresenta
algumas das relagdes entre raizes e coeficientes. E BOMBELLI, grande
admirador da obra Ars Magna, embora a admitisse ser uma obra ndo muito
clara, que traz em seu primeiro livro de L’Algebra, em 1572, um capitulo
dedicado a céalculos de radicais, em especial raizes quadradas e clibicas como
também, em um segundo capitulo, uma discussdo completa dos “casos
irredutiveis” de CARDANO, utilizando seus resultados: as regras para

resolucao das equacdes de terceiro e quartos graus.

BOMBELLI resolve a equacao x’=15x+4 e acha

x=24v-121 +42-V-121, faz V2+V-121=p+.—q, desta igualdade

144

resulta ™ q =1 e p =2. Portanto

x:3\/2+\/—121+3{/2—\/—12 = (2+\/—_1)+(2—\/—_1)=4, assim ele consegue

operar, mesmo que de forma particular, com raizes negativas. Introduz uma

notacdo para J-1, piu di meno e meno di meno para —vJ-1 em suas regras de
calculo. Ao apresentar sua técnica, ela supera, por um tempo, o irracional
como um obstaculo de +/—1. Esta técnica serd suplantada nas questodes
conceituais e operacionais por MOIVRE, ARGAND, WESSEL e GAUSS,

citados anteriormente, por ser somente aplicdvel a casos que se anulam.

42 «/ / d.h. es ist dieses eine auf formaler Logik beruhende Gréosse, weil es nicht gestattet
ist, die Rechnungsverfahren an ihnen wie an reinen Minusgrdossen oder an anderen zu
uben, noch einem Sinne derselben nachzustellen.” Idem, ibidem, p. 508.

¥ Nota da autora: a palavra grosse estd explicitada no item Sobre o movimento de
construg¢do/produ¢do das estruturas da Algebra dessa tese.

" Detalhes de calculo em VAN DER WAERDEN, B. L. A History of Algebra, op. cit., p.
60.
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Porém, ela se mostra de grande valia para as questdes praticas da humanidade
e incentiva o surgimento de uma disciplina matematica independente chamada
Algebra. Além do mais, contou com fortes partidarios como GIRARD, que em
sua obra de 1629, Invention nouvelle en L’algebra, anuncia saber que toda
equacio tem o mesmo numero de raizes que seu expoente ¢ que o coeficiente
de uma poténcia do desconhecido compde-se da combinacao de raizes.
Quando perguntado sobre a utilidade das raizes imaginarias, GIRARD afirma
serem elas importantes para saber que ndo h4d mais nenhuma outra raiz e que
elas reafirmam o conhecimento quanto ao numero de raizes. Portanto, as
raizes negativas ndo poderiam deixar de ser observadas.

Ao reconsiderar os eventos historicos da constru¢ao de conhecimento dos
numeros complexos mno sentido de esclarecer a questdo que evoca o
desempenho desses numeros no movimento da construcdo das estruturas da
Algebra na perspectiva proposta por GRANGER, percebe-se que o obstaculo
das operacdes impossiveis iniciais, aquelas que diziam respeito a J-b,
aquieta-se quando atingida uma técnica compativel a racionalidade conhecida,
causando certas acomodag¢des. Mas com o passar do tempo o obstaculo volta a
incomodar. O incodmodo surge, muitas vezes, pela limitagdo da prépria técnica
atingida, que aclama por um aprimoramento, deixando a amostra a
irracionalidade parcialmente aquietada. A técnica, ao ser aprimorada, na
tentativa de suprir a irracionalidade posta, faz com que os objetos primitivos
aparecam ndo mais tanto como casos particulares, porém como projecdes dos
objetos novos no espaco antigo. A identificagdo entre objeto novo e sua
projecao caracteriza-se por elementos que vao muito além daqueles, de uma
técnica pela técnica. Estes elementos podem ser constatados também nas
transformag¢des conceituais, em momentos historicos de grande magnitude e

na transmissibilidade cultural que descreve a passagem do topar-se com a
impossibilidade operacional de um nimero impossivel: 4—b como imaginario,

do imagindrio a a++/—-b como complexo e, depois, do complexo a uma

formatagdo estrutural que abrangeria todos os numeros possiveis de serem

imaginados, exemplos aqui citados nas obras de HAMILTON e DEDEKIND.

Assim, ao resolver os “paradoxos amigos”

Como se ddo as estruturas das

impostos na construcdo/producdo dos numeros | presengas estrutura da Algebra—
ser humano?
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complexos € que desponta uma nova racionalidade, o germe de um novo modo

de pensar, o pensar estrutural. As nocdes de estrutura ndo surgem como um

obstdculo, mas sim como um recurso, como um instrumento para compreender

0s impossiveis, os imaginarios, os complexos, ou seja, poder reconhecer todos

os tipos de numeros conhecidos como sendo de uma mesma familia [20 P2]. A

estrutura da Algebra é uma criacdo que emerge do circunstancial constituido

ao suprir-se, por completo, a irracionalidade presente | Qual¢ o modo de ser das
estruturas da Algebra?

nos numeros até entdo constituidos[41 P1].

2.2. CONCEITUAGAO FENOMENOLOGICA DOS IMAGINARIOS

O recurso analitico utilizado que visa a compreensdo do circunstancial
matematico propulsor das estruturas da Algebra na perspectiva do irracional,
fornece dados sobre o desempenho dos numeros complexos no ambito do
surgimento das nog¢des estruturais e da superagcdo do obstaculo operacional,
evidenciando importantes aspectos ontoldgicos do nascedouro das estruturas
da Algebra. Contudo, ao ter-se a intensdo de explicitar as estruturas da
Algebra em sua temporalidade, como uma construgio de sinteses de transi¢do
serd preciso dar aos numeros complexos um status que corresponda a
matemadtica validada na contemporaneidade.

Na analise historico-filos6fica realizada ndo se evidencia o desempenho
dos numeros complexos inseridos no corpo do conhecimento matematico
enquanto objeto matematico validado pelo conhecimento da atualidade, ou
seja, expresso em uma linguagem axiomatica. Frente a isto, a pergunta
colocada inicialmente: quem sdo ou foram os complexos para disparar
tamanha mudan¢a na conjuntura algébrica? precisa encontrar resposta em
outra perspectiva.

Esta questdo exige um estudo que adentre a regido da Logica Formal que
embasa a consisténcia dos sistemas matematicos e que possa deixar vir a tona
outros aspectos ontoldgicos ao se perguntar: quem sdo os numeros complexos

de uma perspectiva do sistema axiomatico formal? Com isto exige também a
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elucidagdo de aspectos epistemologicos ao se perguntar: como justificar o uso
dos numeros complexos na matematica?

Estas duas questdes sdo pertinentes a regido de inquérito da Filosofia da
Matematica e podem ser abordadas por diferentes correntes filosoficas, porém
aqui serdo tratadas numa perspectiva fenomenoldgica da Filosofia da
Matematica de HUSSERL. A escolha da perspectiva se justifica pelo fato de
ser uma abordagem filos6fica que se mostra em concordidncia com a
perplexidade exposta no inicio desta tese a respeito do conhecimento
cientifico que ainda sabe de sua fonte.

Para uma melhor compreensdo das idéias fenomenologicas que aqui serao
abordadas sera preciso abrir-se um pequeno parénteses no sentido de expor as
intencdes do filosofo e algumas de suas idéias.

Na leitura de SILVA, a posi¢cao provavel de HUSSERL, ao referir-se ao

seu papel de filésofo, a matematica e aos seus criadores é:

Se isto é o que eles pensam, o meu trabalho como um filésofo
¢ investigar o que em suas experiéncias com objetos
matematicos faz com que eles pensem assim.'*

HUSSERL ndo se colocava na posi¢do de justificar ou de negar crencas
matematicas. Sua indagacao tinha o propdsito de contemplar tanto os aspectos
da Matematica em sua origem (Ursprung), como também a Matemadtica
Formal, e principalmente, perseguia a interrogacdo: como podemos
fundamentar racionalmente a atividade matematica no mais amplo contexto da
cogni¢cdo humana?

Dada a complexidade da meta a ser realizada pela Fenomenologia e
conseqiientemente pela Filosofia da Matematica husserliana, as idéias
fenomenolodgicas sofrem complementagdes no decorrer da elaboracdo teorica
realizada por HUSSERL, em consequéncia disto algumas nogdes
fenomenolodgicas se ampliam. Portanto, ¢ importante salientar que a nog¢do de
origem (Ursprung) que esta sendo adotada nesta tese ¢ aquela exposta nos

ultimos trabalhos de HUSSERL. Origem designa as sinteses intencionais pelas

145«/ ./ if this is what they think, it is my job as a philosopher to investigate what in their

experience of mathematical objects make them think so. “ SILVA, Jairo José da. Husserl’s
Philosophy of Mathematics. Manuscrito, Campinas, XVI(2), 1993, p. 146.
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quais os objetos concretos, aqueles das primeiras realizagdes, sao constituidos
como idealidades no fluxo temporal por atos de evidéncia que se ddo na
cognigdo.

Outros fundamentos e caracteristicas que compdem a Filosofia da
Matematica husserliana ficardo evidentes na exposi¢do da resposta que da ao
analisar os numeros complexos na perspectiva de um sistema axiomadtico
formal, um trabalho iniciado em 1890 e, mais tarde, em 1901, numa versao
mais elaborada, apresentada a Sociedade de Matemadtica em Gottingen e, em
1913, em Ideen.

O trabalho de HUSSERL sobre os numeros complexos inicia-se com a
constru¢do da nog¢do de completude. Ele parte de sistemas axioméaticos
completos, aqueles que apresentam condi¢cdes semelhantes a da completude de
HILBERT. Embora HUSSERL e HILBERT se conhecessem, os seus trabalhos
tém diferencas e foram realizados de forma isolada.

HUSSERL notou que a articulagdo entre sistemas axiomaticos completos
ndo poderiam justificar tudo aquilo que acontece na Matematica. Um exemplo
destes acontecimentos sdo 0S numeros naturais em conexao com 0S inteiros,
ja citados neste texto, ao comentar-se a analise que o historiador BELL
realiza sobre generalizagdo e abstragdo, porém agora submetidos a uma outra
perspectiva de estudo.

Quando se quer esclarecer como se dd a extensdo dos naturais aos
inteiros, a dificuldade apresenta-se no momento em que se considera que
qualquer numero inteiro obedece a lei do cancelamento. Porém, ha numeros
inteiros que também sdo naturais. Estes numeros, quando tomados como
sendo numeros naturais, nao obedecem esta lei. Alguma coisa estd presente
no sistema dos inteiros que nao compactua plenamente com o sistema dos
naturais, que sdo os numeros negativos. Eles ndo sdo elementos que podem
dar resposta a pergunta: quantos sdao? Poder dar resposta a esta questdo ¢
aquilo que conceitua os nimeros naturais; portanto, os numeros negativos nao
existem para os numeros naturais.

Este tipo de acontecimento estd presente em varios momentos da
constru¢do dos numeros, por exemplo, na introducdo dos irracionais, dos
imaginarios € dos complexos, como exposto na analise histérico-filos6fica. A

todos os protagonistas deste tipo de evento, os numeros irracionais, 0s
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negativos, os imaginarios, os complexos, HUSSERL chamou de entidades
imaginarias.

A andlise apresentada sobre as extensdes numéricas ¢ importante porque
detecta problemas ontoldgicos e epistemoldgicos, pois em sistemas definidos
a no¢ao de derivabilidade ¢ um equivalente formal de verdade. Portanto, a
pergunta o que ¢ um sistema axiomadtico definido? coloca-se e conduz a busca
de respostas, irremediavelmente, no admbito da Lodgica Formal, que aqui
também serd tratada na perspectiva husserliana.

Assim, serd preciso ter em mente o conceito de Logica Formal na
fenomenologia e outros conceitos decorrentes deste modo de constituir a
l6gica, para entender o encaminhamento dado por HUSSERL & problematica
levantada pelas entidades imaginarias.

Dois sdo os conceitos basicos que abrem a porta para que se possa
penetrar na logica husserliana. Um dos conceitos, nomeado de Sachverhalten
(Stand der Dinge - estado da coisa), refere-se ao fato ocorrido, levando em
conta a posicdo da coisa e sua situagdo em relagdo a outros objetos presentes.
Todos estes elementos constituem uma constelagdo. No inglés, Sachverhalten
¢ traduzido por states of affairs, estados de acontecimento, no portugués. Um
exemplo de estado de acontecimento ¢ a objetividade categorial, aquela que
dd a noc¢do de um determinado conjunto. O outro conceito, denominado
Sachlage, traduzido por situa¢do de acontecimento, denota as condi¢des, tudo
aquilo que determina o cardter de uma situagdo pré-categorial que ¢ dada
como uma forma [ldogica, uma estrutura formal particular. Situag¢do de
acontecimento € a matéria-prima passiva para que se constitua a constelacao:
0 estado de acontecimento.

r

Uma situagdo de acontecimento € algum tipo de nucleo de
estados de acontecimentos equivalentes, embora nds
precisemos resistir a tentagdo de fazer disto um substrato
obtido de estados de acontecimento equivalentes. Estado de
acontecimento pressupde uma situacdo de acontecimento, nao

. . 146
0 contrario.

146 «A situation of affairs is some sort of common nucleus of equivalent states of affairs,
although we mustt resist the temptation of making it into na abstractum obtained from
equivalent states of affairs. States of affairs presuppose situagdo of affairs, not the
opposite.” SILVA, Jairo José. Husserl’s conception of Logic. In manuscrito, Campinas:
CLE/UNICAMP, 1999, p. 370.
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Por exemplo, ao ser afirmado: Jodo ¢ maior do que Paulo e Paulo ¢
menor do que Jodo, as sentencas relatam dois estados de acontecimento
diferentes. Na primeira sentenca, Jodo ¢ o foco, na segunda, Paulo ¢ o foco.
Porém, elas se originam da mesma situa¢do de acontecimento, que nao pode
ser expressa com perfei¢do pelas sentencas, ou seja, pelas proposi¢cdes. Por
meio de proposigdes pode-se somente expressar os estados de acontecimento.
Caso as sentencgas fossem J>P e P<J onde J = medida da altura de Jodo e
P = medida da altura de Paulo, caberia a mesma analise.

Para HUSSERL, a logica ndao poderia ficar indiferente ao fato de que
proposi¢des denotam estados de acontecimento antes que valor de verdade,
assim como nao mais poderia restringir sua tarefa as proposicdes,
principalmente, quando a légica é entendida como Teoria das Ciéncias. A
Logica, também, deve interessar os elementos da base, a situa¢do de
acontecimento, que constituem os estados de acontecimento € como O0S
estados de acontecimento sdo produzidos a partir de formas logicas.
HUSSERL entendia que os objetos de interesse da Logica sdo: os conceitos de
objetos e tudo o que pode ser dito a priori sobre os conceitos.

Também faz parte da tarefa da Logica husserliana o estudo de leis
formais referentes a proposi¢cdes e teorias, assim como seus estados de
acontecimento ¢ as variedades (alemao Mannigfaltigkeit — inglés manifolds).

Assim, a Logica husserliana esta dividida em duas regides de inquérito.
A primeira regido referente a /dgica das proposig¢oes e teorias que trata de
objetos em niveis maximos de abstracdo, constituindo a l6gica de proposicdes
que foca as categorias de sentido como: conceito de nome, concepgdes. A
segunda regiao, referente as variedades chamadas de ontologias formais,
aquela que trata dos conceitos das categorias de objetos como: conceito de
numero, propriedades, relagdes, ordem, estados de acontecimento, etc.

Segundo SILVA, ontologia formal ¢ o estudo de um sistema e de sua
estrutura interna em termos das relagdes derivdveis, em dominios em que haja

147

uma linguagem na qual a noema ¢ apresentada como um sistema de

assercdes. E importante compreender que esta divisdo em regides de inquérito

" Noema entendida como sendo o objeto intencionado.
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nao estd associada a uma separagdo entre as nog¢des de sintdtico e semantico,
estas nocdes permeiam toda a Logica husserliana.

As duas regides podem ainda ser subdivididas em outros trés niveis de
objetivos a serem cumpridos. Na /dgica das proposi¢oes e teorias tem-se 1) o
nivel morfologico que tem como tarefa: identificar as categorias de sentido,
aquelas que sdao categorias basicas constituida de proposi¢des significativas;
estabilizar as leis formais que regulam a composi¢do dos elementos das
categorias de sentido para formar um complexo de proposi¢des com sentido
gramatical; 2) o nivel apofintico'® que tem como tarefa: garantir a validade
objetiva das proposi¢gdes e teorias; prever a inconsisténcia e garantir a
unidade de sentido, ou seja, garantir a consisténcia; estabilizar as leis de
transformacao e as leis de derivagcdo formal; 3) o nivel que trata das teorias
de sistemas dedutivos considerados somente sob a perspectiva da forma, ou
seja, a teoria de possiveis formas de teorias. Supostamente aqui estaria
incluido o estudo de propriedades de teorias, tal como a completude.

Na ontologia formal tem-se também trés niveis de objetivos, apenas ha
de se considerar uma mudan¢a de foco das proposi¢cdes para seu correlato
estados de acontecimento. 1) o nivel correlato ao nivel morfologico que tem
como tarefa: identificar as categorias bdsicas constituidas dos blocos
formadores de possiveis estados de acontecimento objetivos e estabilizar as
leis que regem a combinagdo destes blocos formando um complexo de estados
de acontecimento; 2) o segundo nivel é um correlato ao apofantico, sua tarefa
¢ estabilizar as leis que permeiam a base das categorias de objeto e
desenvolver suas teorias. Como exemplo temos a Aritmética, a Teoria dos
Conjuntos; 3) o terceiro nivel corresponde ao estudo das variedades. Sua
tarefa ¢ investigar as variedades e os correlatos objetivos dos sistemas

axiomaticos formais ndo interpretados que sdo os axiomas de formas que

48 Segundo Husserl “/.../, a teoria apofantica formal trata sempre de estabelecer uma
doutrina formal “analitica” de significados “logicos” ou significados predicativos
“postos”, levando em consideragcdo pura ¢ simplesmente as formas de sinteses analiticas
ou predicativas e deixando, por tanto, indeterminado os fins significantes que entram nas
formas”. “ Original: /.../ , la doutrina apofantica formal trata siempre de estabelecer uma
doutrina formal “analitica” de significados “lo6gicos” o significados predicativos *
puestos”, tomando em consideracién pura y simplemente las formas de sintesis analitica o
predicativa y dejando, por lo tanto, indeterminados los términos significantes que entram
em estas formas.” MORA, José Ferreter. Diccionario de Filosofia. Tomo I —A-K. Buenos
Aires: Editorial Sudamericana.1971, p. 120.
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caracterizam uma teoria formal. Como exemplo de estudo de variedades

temos a Algebra Abstrata, a Algebra Universal, a Teoria dos Modelos.

Esta inclusdo da ontologia formal na 16gica pode chegar a ser
uma submissdo completa de uma na outra. Dada a correlagéo
estrita entre categorias de sentido e categorias de objetos, que
induz a uma correspondéncia entre logica das proposicdes e
ontologia formal, nés podemos, como Husserl observou (Hua
XXIV-pp.51-4), conceber o todo da ldégica formal como
ontologia formal.'*

Uma vez que tenha sido feita uma descrigdo geral de aspectos da Logica
husserliana para assegurar a compreensao da solugdo apresentada por
HUSSERL sobre os imaginarios do ponto de vista do sistema de axiomas, sera
ainda necessario que se fixe a aten¢do nos meandros da ontologia formal e,
principalmente, naquilo que diz respeito ao estudo das variedades.

Segundo SILVA,"™ o primeiro estudo sistematico de variedades
matematicas surge com Riemann Bernhard (1826 — 1866), em On the
Hypoteses which Lie at the Foundations of Geometry, em 1854, onde ¢
apresentado o conceito de variedade como uma generalizagdo do conceito de
espaco, da teoria das n-dimensdes euclidianas e das variedades nao-
euclidianas. Este trabalho ¢ fonte inspiradora de HUSSERL, conforme seu

depoimento em Prolegomena, de 1900.

/.../ o filésofo que conhece os principios basicos da teoria de
Riemann-Helmholtz pode conceber como as formas puras de
teoria que dizem respeito a tipos, que apresentam diferencas
marcantes, sdo unificados por uma lei."!

Quando o principio de Riemann ¢é considerado ndo s6 para entidades

continuas, aquelas referentes a espagos geométricos, mas também para

149 “This inclusion of formal ontology into logic can go as far as be a complete submission
of the latter to the former. Due to strict correlation between categories of meaning and
categories of object, which induces a similar correspondence between the logic of
propositions and formal ontology, we can, as Husserl noticed (Hua XXIV-pp.51-4),
conceive the whole of pure formal logic as formal ontology”. SILVA, Jairo José. Husserl’s
conception of Logic, op. cit., p. 374.

0 1dem, ibidem, p- 379.

31 «/ ./, the philosofer who knows the first principles of the theory of Riemann-
Helmholtz can conceive how the pure forms of theory which belong to types that present
marked differences are united by a law.” Idem, ibidem, p. 379.

128



colecdes, sem que caracteristicas substanciais como: cardinalidade, ser
discreto e outras sejam mencionadas, porém considerando suas relacgdes
definidas e suas operacdes do ponto de vista formal, por meio de axiomas,
pode-se ter o atual conceito de estruturas ao qual sdo adaptados os conceitos

de grupo, ideal, anel, corpo, espago vetorial etc. Resumidamente, os axiomas

formais denotam leis essenciais de existéncia presentes | Qual é o modo de ser das

. ) estruturas da Algebra?
no conceito de estrutura que se adaptam ao objeto

propriamente dito [42 P1]. De acordo com as idéias acima apresentadas, a

expressdo qualquer estrutura nao denota um dominio particular de estrutura
de objetos especificos, mas sim uma forma, ou ja um conceito, no dominio,
denominado por HUSSERL de variedade formal. A relagido entre a variedade
formal e sua teoria ¢ muito estreita. Uma variedade formal determinada por

uma teoria formal ndo pode ser investigada independente desta teoria.

Uma teoria formal, é em um certo sentido, uma proposigao
formal complexa, e uma variedade formal ¢, em certo sentido,
o estado de acontecimento formal complexo que esta
proposi¢do complexa denota.'>

Contudo, investigar uma variedade matematica, ou seja desenvolver sua

teoria, significa derivar sistematicamente todas as | como se dio as estruturas das

presencas estrutura da Algebra—
ser humano?

conseqiéncias puramente formais dos axiomas que

caracterizam esta estrutura [21 P2].

O mérito da distingcao entre variedade e teoria formal, apresentada por
HUSSERL ¢ que a distingdo deixa nitidamente enfatizado que a teoria, formal
ou nao, refere-se sempre a objetos, pois os estados de acontecimento
pressupdem situa¢do de acontecimento. Portanto, o desenvolvimento da
teoria, independente dos dominios de objetos descritos nesta teoria, ndo ¢ uma

tarefa exclusiva da Logica Formal, pois este desenvolvimento precisa

acontecer segundo diretrizes epistemoloégicas proprias | Qual é o modo de ser das
estruturas da Algebra?

das variedades. Assim., a teoria da variedade, por

exemplo a Teoria das Estruturas, tem que ser concebida como a teoria de

152 «A formal theory is, in a sense, a complex formal proposition, and a formal manifold is,
in this sense, the complex formal state of affairs this complex proposition denotes.” Idem,
ibidem, p. 381.
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todas as possiveis teorias formais que se referem as estruturas, no exemplo

dado, a Teoria dos Grupos, a Teoria dos Anéis, a Teoria dos Corpos e suas

relacdes, unificadas por alguma lei ou leis [43 P1]. Esta teoria toma a face de

uma teoria dedutiva e precisa tornar-se uma teoria de sistemas dedutivos
pondo-se em conexdao com a logica das proposi¢oes e teorias. Por exemplo, as
teorias estruturais do século XX, citadas no inicio deste texto, que soé
puderam unificar parcialmente o conhecimento matematico, ou, na Algebra
Abstrata, a Teoria dos Corpos que pode ser derivada da Teoria Axiomatica
dos Numeros Reais.

A estreita relagdao entre a teoria de sistemas dedutivos e a teoria das
variedades é uma conseqiiéncia, segundo SILVA, do fato de que HUSSERL
ainda pensava as variedades somente como um correlato objetivo de uma
teoria formal dedutiva. Em outras palavras, o dominio formal era associado a
um sistema axiomatico formal de tal maneira que o dominio era constituido de
todos os objetos formais que seriam alguma coisa definida em termos de
operagdo e relacdo com outras algumas coisas, que pudessem ser justificadas
por este sistema.

Isto significa que nao seria possivel considerar um objeto formal que nao
fosse singularizado por nenhum sistema, como o caso das entidades
imagindrias, o negativo, o irracional, o complexo, que surgem a parte dos
sistemas conhecidos. Isto faz com que HUSSERL, em 1901, apresente uma
no¢ao mais restrita de uma variedade formal, que eliminava a hipotese de ser
o objeto necessariamente singularizado por um sistema, possibilitando um
tratamento a objetos ndo totalmente admitidos por um sistema formal, sem no
entanto abandonar totalmente a no¢do mais geral de variedades que se
associava a um sistema axiomatico formal.

Embora parega contraditdrio o fato de HUSSERL admitir que a variedade
estava intrinsecamente ligada a sua teoria, dado que ele também afirma ser de
interesse da Logica os elementos da base, esta foi a chave para solucionar
tanto a questdo epistemoldgica quanto a questdo ontoldgica advinda dos
elementos imagindrios.

Em se tratando primeiramente do epistemologico, ele apresenta duas
nog¢des de completude que explicitam o estado de defini¢do de um sistema, em

alemao die Definitheit, em inglés definiteness: o definido relativo (relative
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definiteness) e o definido absoluto (absolute definiteness). A nog¢ao de
definido absoluto ¢ i1déntica a completude de HILBERT, aquela que quando
qualquer questdao sobre o sistema pudesse ser expressa na linguagem na qual o

sistema ¢ escrito e pudesse ser respondida pelo sistema.

Assim, uma variedade é definida absoluta quando

Qual ¢ 0 modo de ser das
estruturas da Algebra?

sua teoria ¢ sintaticamente completa [44 P1]. Esta nocao

envolve a idéia de maximo, a variedade formal como sendo o dominio de

objetos formais determinados por um sistema | Como se dio as estruturas das

. , . presencas estrutura da A’lgebraf
axiomatico formal [22 P2]. ser humano?

Disto, a defini¢ao de defiteness de Husserl para variedades
formais em /Ideas §72 pode somente ser lida como: uma
variedade formal ¢ definida quando qualquer sentenga da
linguagem de seu correspondente sistema formal for decidido
nele, ou como uma conseqiiéncia deste sistema ou como uma
contradicdo a ele, além disto esta teoria formal é finitamente
axiomatizavel.'”

SILVA adverte que, embora esta definigdo deixe subentendido que uma
teoria possa ter um numero infinito de axiomas, para HUSSERL uma teoria ¢
sempre uma teoria finita e, a definicdo de definido apresentada em Ideen é a
mesma que aparece em suas obras anteriores.

Nesse trabalho, HUSSERL abandona a idéia de que um sistema de
axiomas possa definir os elementos de seu dominio formal objetivo e
apresenta a noc¢do de completude de uma estrutura, que segundo SILVA é um
exemplo de definido relativo, estas teorias sdo definidas somente com
respeito ao seu dominio formal. Portanto, os dominios podem ser definidos ao
considerar-se a natureza essencial do dominio em questdo por um nUmero
finito de conceitos e proposic¢des, dos quais pode-se derivar todas as verdades
deste dominio.

O definido relativo ¢ um caso particular do definido absoluto, ¢ um
conjunto de expressdes. Ele depende da nocdo de dominios de objetos formais

determinados por um sistema de axiomas formal que definem uma variedade.

'3 «“Hence, Husserl’s definition of definiteness for formal manifolds in Ideas §72 can only

be reads as follows: a formal manifolds is definite just when any sentence of the language
of its corresponding formal system is decided in it, either as a consequence of this system
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Entendendo que o dominio de um sistema formal ¢ compreendido por
HUSSERL, como sendo “a esfera de existéncia” definida pelo sistema, entdo
o dominio ndo estd limitado a objetos especificos, mas pode também se referir
a objetos formais. A idéia central é que os objetos formais sdo estruturas de
algum tipo que se transformam em objetos genuinos ou objetos especificos
quando projetados numa condi¢do apropriada de existéncia que lhes determina
uma especificidade correlata a uma adequada substdncia. Os objetos formais
sdo objetos insaturdveis no sentido de que eles amoldam-se a diversas
condi¢des apropriadas de existéncia e como objetos de uma linguagem formal
eles denotam e singularizam o nuclear das condigdes.

O objeto formal, expresso em termos de um sistema de axiomas A4
pressupde a existéncia de um dominio ontologico formal de 4 e a ele vai
corresponder dois tipos de entidades lingiiisticas: 1) termos sem variavel
expressas em L(A), linguagem de A4, e 2) féormulas de L(4) com uma variavel
livre. O objeto formal x denotado pelo termo t ¢ pensado como uma
construgcdo operacional que envolve o termo t, ou seja,3!x (x = t). Qualquer
férmula f(x), com uma variavel livre, que possa ser expressa na linguagem de
A ¢ uma defini¢do implicita de um objeto formal e a descricdo de um objeto
pressuposto. Se o sistema 4 prova que 3!x f (x), Ié-se: existe um unico objeto
que satisfaca f(x), o objeto especificado por f pertence ao dominio de 4, neste
caso pode-se acrescentar uma nova constante ¢ a linguagem de 4 ¢ um novo
axioma f(x) <> x = ¢, com isto o objeto denotado por c pertence agora ao
dominio de 4. Porém para HUSSERL esta extensdao ndo ¢ completa pois os
objetos formais sdo denotados por termos e singularizados por descri¢gdo, mas

ndo podem ser reduzidos a termos e descrigdes.

Eles sdo objetos formais precisamente porque eles constituem
a forma as quais estes objetos
especificos obedecem. Similarmente, o
dominio formal que um sistema de
axiomas determina ndo ¢ simplesmente

Qual é 0 modo de ser das
estruturas da Algebra?

or as a contradiction to it, and moreover this formal theory is finitely axiomatizable.”
Idem, ibidem, p. 389.
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uma colecdo de nomes. Isto transcende a linguagem no sentido
de que ¢ uma forma genérica de regides objetivas que este
sistema descreve. [45 P1]

SILVA resume a noc¢do de defiteness husserliana da seguinte maneira: 1)
nenhum sistema axiomdatico determina um Unico dominio de objetos formais
puros ou formas de objeto. 2) Nenhum objeto formal pertence a este dominio
caso nao seja requerida a sua existéncia pelos axiomas do sistema. 3) Todos
conceitos e operagdes envolvidos nos axiomas do sistema, e dos quais o
significado ¢ dado pelo sistema, sdo interpretados no dominio do sistema de
tal modo que ¢ possivel dizer que todos os axiomas do sistema sdo
verdadeiros no dominio.

Uma vez que HUSSERL tenha desenvolvido nog¢des sobre dominio formal
ou variedade, ele pode ocupar-se, mais diretamente, do problema que originou
toda esta reflexdo, as entidades imagindrias. Caso A e B sejam dois sistemas
de axiomas tal que Ac B, ou seja, o sistema B contém todos os axiomas de 4
e mais alguns axiomas consistentes porém nao-derivaveis de A4, pode o
dominio de 4 ser mudado por B? Poderia B estender o dominio de 4 provando
assercdes na linguagem de 4 que 4 ndo pode provar? Estas questdes referem-
se as extensdes e, como ja foi comentado, os elementos imaginarios do ponto
de vista de 4 nao existem, eles ndao pertencem ao dominio ontoldgico de 4.

Porém, o sistema axiomdatico 4 determina também um dominio apofintico
que ¢ o conjunto de asser¢cdes que 4 pode determinar. Estas asser¢des podem
ser verdadeiras ou falsas na base de axiomas de A, verdadeira caso seja
provada pelo sistema, falsas caso a sua negag¢do for provada.

Decorrente disto, surge uma outra maneira de introduzir as entidades
imaginarias em A, que seria adicionando asser¢cdes na L(4), na linguagem de
A, que dizem respeito as entidades e obviamente ndo podem ser provadas ou
negadas no dominio apofantico de A, pois estas entidades ndo existem em A.

Isto mostra que o significado de uma assercdo de L(4) ndo estd determinado

3% “They are formal objects precisaly because they constitute the form to which all these
specific objects conform. Similarly, the formal domain that a sistem of axioms determines
is not simply a colletion of names. It transcends language in the sense that it is the
generic form of objective realms this system describes.” SILVA, Jairo José. Husserl’s two
notions of completeness. In Syntese. Netherlands: Kluwer Academic Publishers, 2000, p.
425.
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para sempre. ele depende do sistema no qual a assercdo possa ser provada. Em

conseqiiéncia disto, os simbolos estdo abertos a | cimo se dio as estruturas das

presencas estrutura da Algebra—
ser humano?

interpretacdes advindas dos novos sistemas de

axiomas e 0s sistemas devem garantir a significacdo

[23 P2]. E esta ténue abertura propria dos simbolos no limite dos sistemas que
justifica a introducdao da nog¢do de definido relativo solucionando os
problemas epistemologicos postos pelo surgimento das entidades imagindrias.

A esta solugdo dada por HUSSERL ao propor o definido relativo, sio

O~

intrinsecas duas questdes que necessitam ser esclarecidas que sdao: quando

o~

que a assercao introduzida no sistema tem sentido neste sistema? E quando
que uma asserc¢ao decide o limite do dominio de um sistema?

Uma vez que a assercdo introduzida no sistema esteja na linguagem do
sistema, ela sempre terd um sentido no sistema. O sentido manifesta-se na
reinterpretacao do significado dos simbolos que induz a extensdo do sistema,
pois um sistema ndo suporta duas interpretacdes para uma mesma asserc¢ao.
Porém, até onde vai esta indug¢do? Uma proposi¢do decide o limite do sistema
quando ela ¢ uma conseqiiéncia do sistema ou quando estd em contradicdo
com ele, no sentido de que a negacao desta proposi¢cdo ¢ uma conseqiiéncia do
sistema. Posto isso, pode-se entender que um sistema de axiomas A4 esta
relativamente definido para seu dominio D se para qualquer proposi¢do P em
L(A), ¢ Pp — a proposi¢do P restrita ao dominio D que ¢ supostamente um
estado de acontecimento no dominio de 4 —, ou sua negacdo ¢ uma
conseqiiéncia dos axiomas de A. Agora tem-se condi¢des de legitimar as
operagdes com as entidades imagindrias, dada a coeréncia da articulacdo
posta em termos da linguagem de sistemas entre dominio apofdntico que se
refere a estados de acontecimento e dominio ontologico que se referem a

situagoes de acontecimento, descrita por SILVA da seguinte maneira:

Suponhamos que A e B sejam dois sistemas de axiomas
consistentes, ¢ que B estenda A. Suponhamos também que o
dominio ontolégico de B contenha propriamente o dominio
ontoléogico de A, isto quer dizer, B contém elementos
imaginarios (da perspectiva de A). Se B prova a proposigdo P
de L(A) entdo os elementos imaginarios de B contribuem néo
somente com a prova de P, mas possibilitam também a
mudanga de significado do conceito que A implicitamente
define — neste caso A ndo prova P. Mas se noés restringirmos
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todas as varidveis de P para o dominio D de A, entdo a
proposicdo Pp assim obtida, refere-se exclusivamente a
variedade formal que A determina, isto ¢, ndo existem
referéncias implicitas aos elementos imagindrios. Assim o
conceito envolvido em Pp tem o sentido que A lhe da; embora
A precise decidir esta proposic;ﬁo.155

A titulo de exemplo, seja B o sistema dos complexos e A o sistema dos

reais. O dominio ontoldgico de B ¢ definido por
P . Vz,zeD, <>z=a+bi,a,beD, ,
a restricdo de P, P, : Vz,zeD, <~ z=a+bi,aeD,,b=0, como bi=0, ndo

existe referéncia aos elementos imaginarios, permanecendo o sentido que o
sistema A concede aos elementos de seu dominio.

Os numeros complexos como um dominio é um conjunto estruturado
determinado por um sistema axiomatico coerente, possuidor de uma teoria
sintaticamente completa. Eles, quando projetados em dominios mais restritos,
como dominios dos reais, dos inteiros, dos naturais, revelam-se em diferentes
estados de acontecimento numérico, descritos por suas teorias como dominios
apofanticos, de objetos formais insaturdveis, que podem assumir as mais
variadas condicdes de existéncia que revelam situagoes de acontecimento.

O principal motivo dos estudos e das solugdes apresentadas por
HUSSERL refere-se as justificativas légico-epistemologicas do raciocinio
simbdlico em geral. Uma teoria formal, determinada pelo definido absoluto, ¢
vista como uma teoria de possiveis dominios objetivos, enquanto que uma
teoria determinada pelo definido relativo ndo fornece um conhecimento, a
priori, de todos os possiveis dominios de objetos que obedecam a forma
descrita por ela. Os dominios formais definidos por teorias formais sao
maximais com relagdo a inclusdo, a eles ndo se pode mais adicionar novos

simbolos.

15 Suppose that A and B are two consistent systems of axioms, and that B extends A
Suppose also that the ontological domais of B includes properly that of A, i. e., B has
imaginary elements (from the perspective de A). If B proves a proposition P of L(A) then
the imaginary elements of B contributed not only to the proof of P, but possibly also to
changing the meaning of the concepts A implicitly defines — in which case A does not
prove P. But if we restrict all the variables of P to the domain D of A, then the
proposition Pp thus obtained refers exclusively to the formal manifold A determines, i. e.,
there is no implicit reference to imaginary elements. Hence the concepts involved in Pp
have the sense A gives them; therefore A must decide this proposition.” Idem, ibidem, p.
429.
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Assim, HUSSERL estabelece uma clara relagdao entre sintatica e
semantica, pois um dominio formal ¢ uma contraparte semantica de uma teoria
formal. HUSSERL opta, em termos de uma filosofia da Matematica, por uma
variante de formalismo na qual os elementos imagindrios sao vistos como
meros instrumentos praticos, sem no entanto serem reduzidos a simples pegas

de um jogo que nao tém relagdo com dominios substancialmente distintos.

Para Husserl, /.../ os nimeros sdo estruturas formais vazias de
conteudo especifico que ddo forma quantitativa a conjuntos
arbitrarios de objetos quaisquer.”'™

A teoria formal dos numeros descreve somente a estrutura formal
subjacente a toda classe de dominios objetivos distintos, porém equivalentes.
Dois sdao os caminhos apontados por HUSSERL para atingir-se um dominio
formal. Ele pode ser intuido de um dominio material, mas também pode ser
criado por teorias, desde que logicamente consistentes, pois as teorias
referem-se sempre a algo que descrevem. A teoria formal é constituida do

isomorfismo entre sistema conceitual e sistema simbdlico. Por exemplo, o

sistema numérico é isomorfo ao sistema conceitual de niimero, caso contrario

os simbolos do sistema numérico nio poderiam apresentar os numeros. O

sistema de numeracdo, no todo de seus

Como se ddo as estruturas das

componentes, pensado como uma linguagem, revela | presencas estrutura da Algebra—
ser humano?

sentidos numéricos e esta aberto a interpretacdes

em seus estados de acontecimento que correspondem a uma situacdo de

acontecimento. Na proposta de Husserl, a Matematica simbdlica é interpretada

como uma ontologia formal. Nela os elementos imagindrios sao instrumentos

proprios da linguagem numérica, um potencial passivo, cuja presenca

possibilita um pensar matematico estrutural [24 P2].

% SILVA, Jairo José da. Husserl e a Matemdtica Simbélica. (manuscrito)

136



Capitulo IV

CONSTRUGCAO E INTERPRETAGCAO DAS
CATEGORIAS ABERTAS

Essa etapa da pesquisa tem como finalidade construir e explicitar as
categorias abertas que emergem do texto-solo construido ao colocar-se o
movimento da construgdo/producio das estruturas da Algebra em epoché.

A construcdo das categorias abertas se da de forma analitico-
hermenéutica em torno das perguntas e das respostas presentes no texto-solo.
As perguntas indicardo os invariantes estruturais que compoem as respostas
presentes no texto-solo. Os invariantes estruturais das respostas ao serem
articulados constituirdo as categorias abertas. Essa articulagdo tem a intencao
de explicitar o estrutural da construcdo/producdo do conhecimento das
estruturas da Algebra.

Estdo implicitos na afirmacdo as perguntas indicardo os invariantes
estruturais uma direcdo que ¢ propria da indole da pergunta filoséfica, o pano
de fundo que legitima as perguntas e a maneira de lidar com o conteudo das
respostas.

Muitas das idéias que tecem as regides que compdem essa afirmacdo
foram explicitadas ao descrever-se a Hermenéutica Filos6fica gadameriana,
como aquelas que envolvem a pergunta filos6fica e a maneira de lidar com as
obras humanas vistas como tradi¢do na perspectiva da temporalidade.

Nos capitulos anteriores foram tecidas consideragdes sobre o pano de
fundo que legitima as perguntas P1 - Qual é o modo de ser das estruturas da
Algebra? P2 - Como se ddo as estruturas das presencas estrutura da
Algebra—ser humano? ¢ P3 - Qual é o modo de ser matemdtico do ser humano
na constru¢do do conhecimento das estruturas da Algebra? quando as

estruturas da Algebra sio consideradas como uma tradi¢io. Neste capitulo,
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serdo retomadas idéias que estdo presentes nesse pano de fundo, visando
expor passagens da obra de HUSSERL que descortinam possibilidades para o
apontar dos invariantes estruturais como também de tecer suas articulacdes.

Ao propor-se uma pesquisa em dire¢do a estrutura Apriori no movimento
do fluxo do Apriori universal historico, efetua-se uma investigag¢ao a respeito
da formacg¢do da idealidade desde o histdrico presente até a sua apresentagao
primeira, que se dd& na relagdo intencional homem-mundo. Esse modo
investigativo sintetiza a longa trajetdria tedrica realizada por HUSSERL
desde Investigagoes Logicas até os textos que apareceram depois de sua morte
em 1938. Suas obras sdao extensas e numerosas. Ao retomar-se, aqui, algumas
idéias fenomenoldgicas que descrevem a jornada husserliana, segue-se o
encadeamento proposto por MOURA'"’, realizando-se recortes de seu texto
com o objetivo de explicitar a investigacao husserliana sobre Origem
(Ursprung) em suas raizes e desenvolvimento.

Investigar a apresentacdo primeira da formacdo de uma idealidade
quando espaco-temporalizada na relagdo intencional homem-mundo, no
primero livro de Idéias esta como busca do contexto em que ela recebe sua

significagdo. Assim, investiga

/.../, os eventos e as sinteses que estdo na origem da
apresentag¢do a consciéncia de um “objeto”, algo de “idéntico”
através de uma multiplicidade de fendémenos (Husserl (1950,
pp. 212-15). A investigagcdo ¢ portanto “juridica” e o que se
pergunta ¢ como ¢ possivel algo assim como wuma
“subjetividade”, quer dizer, uma instdncia encarregada de
“fazer aparecer” objetos.'™®

Essa ¢ uma analise estatica porque explicita o “fazer aparecer” que se da
do objeto individual a multiplicidade dos atos intencionais. Essa analise,
segundo MOURA, descreve uma intencionalidade de ato como se ela fosse
independente da intencionalidade de horizonte, isto quer dizer que toma-se a
consciéncia do objeto, como se ela ja ndo tivesse como pressuposto a

consciéncia de mundo. Embora nessa analise ja estivesse presente a idéia de

7 MOURA, Carlos Alberto de. Sensibilidade e entendimento na fenomenologia.
Manuscrito — Revista Internacional de Filosofia. Husserl. editores Jairo José da Silva &
Michael B. Wrigley. Vol. XXIII - N° 2 - Outubro 2000.

8 Jdem, ibidem, p. 229.
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que a consciéncia de um objeto ¢ sempre mediada pelo fenomeno e que a
percepc¢do ¢ dada em perfis.

Essas idéias ganham uma nova roupagem ao se compreender que “a
propria no¢do de fenomeno, de objeto no “como” de seu modo de ser dado, ja
designa uma “objetividade categorial”. (Husserl (1987),pp.38 e 142) """, Isto
quer dizer, por exemplo, que na percep¢dao de um objeto vermelho, percebe-se
ndo somente o vermelho do objeto, mas também a vermelhiddo que define a
categoria de cor vermelha. Abre-se, assim, a possibilidade desse objeto
vermelho percebido poder ser relacionado com outros que se enquadram na

mesma categoria de cor. Desta forma engloba-se o horizonte externo na

analise da percepgao.

Afinal, a apreensdo de um objeto como representado em
diferentes “modos”, em diferentes “perspectivas”, ¢ sua
apreensdao como estando “em relacdo” ora a este, ora aqueles
objetos. Ela ja é o objeto visado segundo diferentes formagdes
categoriais.(op. cit. p. 77). A simples mencdo a nocgdo de
“fenomeno” ja supde um “apreender relacional”, que ¢
categorial mas antepredicativo. / ../ A consciéncia de um
objeto que se “fenomenaliza”, que estda em distintas relagdes
com outros objetos, supde, por isso mesmo a consciéncia tacita

de um “mundo”, - a “intencionalidade de ato” supde a

“intencionalidade de horizonte”.'®

A intencionalidade de horizonte revela que os objetos ndo s6 sdo vistos
sob diversas perspectivas mas em diferentes modos de doa¢do, ora como
objeto vermelho, ora como o vermelho do objeto, ora como a vermelhidao de
todos os objetos vermelhos, revelando a idéia tacita da cor vermelha, e além
disto, a percep¢do da categoria das cores em ato de percepcao. Isto significa
que a presen¢a nao se da sem a mediacao de um modo de apresentagdo. No
ato da percep¢do tem-se os dois modos de doag¢do, o objeto enquanto um
individual e o objeto enquanto membro de uma categoria. A partir de entdo
abandona-se a abstracdo da fenomenologia descritiva, como posta em
Investiga¢oes Logicas, que descrevia a abstrag¢do sensivel, dada na percecao,

como solo da abstragdo ndo sensivel, aquela referente as categorias, e passa-

9 Idem, ibidem, p. 230.
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se a analisar as camadas de objetivagdo que compdem a tomada de

consciéncia de mundo. Camadas essas assim categorizadas:

(1) aquela dos objetos mundanos, situados no tempo objetivo;
(2) a dos objetos “internos”, como sensagdes ¢ atos
intencionais, que se desbobram em uma temporalidade
imanente a consciéncia; (3) enfim, a esfera da consciéncia
absoluta que constitui o proprio tempo, aquela gragas a qual
“apla%rlece” um objeto enquanto temporal (Husserl (1966b), p.
73)

Considerando que o movimento da objetivacdo se da das wunidades
constituidas no tempo objetivo as multiplicidades constituintes, existentes em
seus horizontes, ¢ preciso perguntar como ¢ possivel a consciéncia de um
objeto que dura. Essa ¢ uma questdo fundamental quando tem-se em mente
explicitar a formag¢do de uma idealidade, ou seja, de um objeto que dura,
como duram as estruturas da Algebra.

MOURA lan¢a mdo de uma metafora para explicitar a doa¢do de um
objeto temporalmente distendido, que envolve diretamente a idéia de
consciéncia do tempo. Ele toma a melodia como exemplo e afirma que a
melodia ao doar-se envolve uma consciéncia do presente, mas também do
passado e uma certa consciéncia do futuro.

O som da melodia ¢ uma wunidade em uma multiplicidade de fases
temporais — a melodia dura — e se nés a apreendemos como som que dura ¢
porque nao temos apenas consciéncia de seu tempo presente, mas também de
seus momentos passados “enquanto passado”. HUSSERL afirma que se os
momentos temporais fossem desconectados dos momentos temporais que os
precedem, ndo seria possivel a consciéncia de um objeto que dura, e que
aquilo que estd por vir, a fortiori, tornar-se-ia um mistério insondavel.

Para ele, o fluxo do tempo se dd de tal forma que em cada momento
presente o momento anterior escoa no passado, sem no entanto ser
ultrapassado pelo novo presente. Ele permanece quase como presente a

consciéncia, j& sendo passado. Ocorre uma modificagdo no dar-se como

0 Idem, ibidem, p. 231. Nota da autora: As palavras apreensdo/apreender nos textos de
HUSSERL tém o significado de compreensdo/compreender e de percepgdo/perceber. Em
seus textos aparecem as palavras: Erfassung/erfassen e Wahnehmung/Warhnehmen.

Y [dem, ibidem, p. 232.
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presenca. O presente-passado doa-se em outra perspectiva que nao aquela do

J4

agora € concomitantemente antecipa o por vir na forma de perfis. Esta ¢ a

denominada estrutura do presente vivo.

Por isso Husserl insistira em que este “presente vivo” € tecido
por uma estrutura complexa, onde o “momento impresional do
agora” sempre estd acompanhado de sua “cauda de cometas”
de retencdao e por suas protensdes, estas “intencionalidades
originarias” que conservam no ‘“agora” os “perfis” dos
momentos passados e antecipam os “perfis” do futuro,
momentos que por principio nunca sdo “partes reais” do
presente (Husserl (1966b), p.31).'%

Na andlise husserliana o presente vivo refere-se a um tempo que também
¢ historico por tratar-se de uma reflexdo que se dirige nao as coisas, mas aos
seus modos de doa¢do. Na trama das retengoes e das protensoes ¢ tecido o
objeto temporal como uma unidade da multiplicidade de fases temporais
presentes, passadas e futuras.

(13

Mais geralmente, “a operagdo constitutiva da impressdo
originaria e aquela da continuidade das retencdes que a
modifica continuamente, assim como aquela das protensdes,
formam uma so6 operacdo indivisivel” (p.325). O fluir dos
“fenomenos” do objeto temporal, o fluxo das retengdes onde
ele nos é dado a cada vez em um “como” diferente, em um
novo perfil, forma uma “unidade incindivel” (untrennbar
Einheit) que nunca pode ser dividida em “pedacos” que
existiriam “para si” (Husserl (199b,p.364). E apenas porque a
temporalidade ¢ assim tecida que se pode falar em uma
“estrutura” e em uma génese essencial da consciéncia.'®

Ao tomar-se consciéncia de um objeto temporal tem-se a presenca de
uma fase do objeto, o momento impressional do agora, que comporta a “cauda
do cometa” das retengdes que faz com que as fases passadas estejam presentes
a fase atual por meio de uma série sucessiva de perfis. Perfis que sdo os
componentes - a priori sintético - de um sistema de reenvio que se

correlacionam da mesma forma que o condicionado se relaciona a condigdo.

2 Jdem, ibidem, p. 234
' Jdem, ibidem, p. 242
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O “agora” ndo ¢ um tempo curto, um atomo temporal, mas sim
um “limite ideal”, algo de “abstrato” que ndo pode ser nada
“para si” (Husserl (1966b), p. 40). Sendo o limite ideal das
intencionalidades retencionais e protencionais que tendem
para ele, o “agora” ndo ¢ nada que se possa fixar, ele sé se
desvela a si mesmo como agora quando deixa de ser agora, ele
s6 tem sentido para e pela retencdo, ele s6 ¢é apreendido
enquanto passado. Desde entdo, o objeto imanente no seu
agora nunca é dado ele mesmo, mas apenas visado através de
seu rastro fenomenal, ele s6 ¢ dado quando passado, como a
unidade sintética de uma multiplicidade de perfis.'®

Neste modo de entender o tempo tem-se que a consciéncia que constitui
o tempo ¢ o lugar originario onde da-se a doag¢do dos objetos como
fenomenos, e que estara nela mesma o principio da unificagdo destes
fenomenos em objeto.

Uma vez exposto o pano de fundo contituido pelas idéias
fenomenologicas que dao sustentagdo as perguntas para indicar os invariantes
estruturais que compdem suas respostas, passa-se, entdo, a analisa-las
pontuando e articulando os invariantes estruturais que tecem os perfis e
construindo-se assim as trés Categorias Abertas dessa tese: 0s modos de
doagdo das estruturas da Algebra, as estruturas das presencas -
estrutura da Algebra-ser Humano e o modo de ser matematico do ser
humano.

A construgdo das categorias deve mostrar como a constitui¢ao de sentido
das estruturas da Algebra se realiza no sistema de reenvio visto como um
processo que se desdobra em etapas separadas, mas que por meio dele pode-se
vislumbrar uma unidade.

Nos textos que explicitam as categorias abertas, as referéncias as
perguntas e respostas serdo feitas utilizando-se os cddigos indicados no final
dos trechos evidenciados no texto-solo. Por exemplo: [2 PI], onde P1 se
refere a pergunta Qual é o modo de ser das estruturas da algebra? e o numero
2 refere-se a resposta a esta pergunta evidenciada no texto-solo, em [3 P2] P2
refere-se a pergunta Como se da as estruturas das presengas estrutura da
Algebra — ser humano? e em [5 P3] P3 refere-se a pergunta Qual é o modo de

ser matemadtico do ser humano na constru¢do do conhecimento das estruturas

' Jdem, ibidem, p. 238.
142



da Algebra? A numeracdo das respostas de cada pergunta é sequencial, para

facilitar a busca caso seja necessario.

1. OS MODOS DE DOAGCAO DAS ESTRUTURAS DA
ALGEBRA

A andlise das respostas que compdem essa categoria sera realizada,
levando-se em conta o objeto temporal, estruturas da Algebra, em termos dos
tempos objetivos de sua construgcdo/producdo definidos nos agoras e em

termos do presente vivo

1.1. NA PERSPECTIVA DOS AGORAS: INVARIANTES
ESTRUTURAIS

E no presente vivo que ocorre a primeira
dissociacdo entre objeto e o seu modo de
manifestagdo, o nascimento originario da
“fenomenalizacdo”.

Carlos Alberto Ribeiro de Moura

Ao realizar-se o movimento da andlise hermenéutica das respostas a
pergunta Qual é o modo de ser das estruturas da Algebra? na perspectiva dos
agoras delineados pelos trabalhos dos matematicos descritos no texto-solo,
vé-se que as estruturas da Algebra sofrem modificagdes durante a
construg¢do/producdo de seu conhecimento. Essas modificagdes sdo expressas
em torno de invariantes estruturais que compdem o seus diferentes modos de
doacdo.

Nos trabalhos de GALOIS e DEDEKIND, as estruturas da Algebra se
apresentam como nog¢oes estruturais que tém uma finalidade instrumental [30
P1], [37 P1], [38 P1]. As nog¢oes estruturais apresentam-se cOmo recursos
para estudar propriedades de objetos matematicos conhecidos [29 P1], para

articular principios genuinos, principios proprios do campo da Aritmética [36
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P1], e ainda como recurso na busca de novos métodos de resolugdo das
equacoes.

Como um recurso que expressa e articula propriedades e principios,
como por exemplo; na decomposi¢do das raizes de uma equagdo em termos de
seus coeficientes [40 P1], as estruturas da dalgebra apresentam uma
caracteristica que esta sendo compreendida como delineadora de fronteiras.
Isto também ocorre ao definir-se em termos de propriedades um campo
numérico como o dos hipercomplexos [36 Pl1] e ao determinar uma
circunstancia numérica especifica, como por exemplo, a definicdo dos reais
[31 P1] ou a dos numeros algébricos, dos quais as formulas anunciam raizes
de equacdo, ou seja, numeros que tém a propriedade de anular a expressao
algébrica [32 P1].

Ao mesmo tempo que as estruturas da Algebra delineam fronteiras, elas
sao assumidas pelos matematicos em sua caracteristica integradora mediada
por principios operacionais, que unem as regides determinadas pelas
fronteiras. Elas mostram ser constituidas por uma caracteristica integradora
relacional, exemplificada na demonstracdo de que todos os numeros
algébricos, pensados como nucleos numéricos, satisfazem as mesmas
propriedades operacionais, constituindo-se a no¢do de corpo [33 P1]. Passa-se
da nocdao de conjunto caracterizado por propriedades numéricas, para no¢do
de estruturas caracterizadas pelas propriedades operacionais.

A caracteristica integradora relacional das estruturas da algebra ao
unificar determinadas regides no campo numérico, quer seja por principios,
como o da fatoracdo [34 P1], por propriedades, por lei de formagdo ou pela
relacdo de inclusdo presente nas definigdes de diferentes tipos de nogdes
estruturais [35 P1], revelam uma alteragdio no campo da Algebra que ¢
interpretada por WUSSING como uma reorientacdo da Matematica [39 P1]
que possibilita o come¢o do pensamento estrutural. Essa interpretacdo deixa
margens para que se pense a Matematica como mudando nesse momento
enquanto ciéncia. Metaforicamente, como se ela fosse um veleiro que por
mudar a dire¢do de sua rota, tornar-se-ia uma outra embarcacao.

Porém, essa alteragdo ocorrida no campo da Algebra, quando analisada
sob o prisma fenomenologico que descreve os modos de doag¢do do objeto

temporal, denota um outro modo de os niumeros se apresentarem. Os nimeros
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dao-se de outra maneira do que aquela da contagem, do célculo, da medida.
Os numeros ddao-se mediados pelos seus estruturantes, pelo que os constituem
enquanto numeros ou numeros de uma determinada classe numérica. E o
mesmo processo de compreensdo da vermelhiddo do vermelho que coloca o
objeto vermelho na relagdo com outros objetos vermelhos.

A percep¢do dos objetos enquanto conjunto, da pluralidade enquanto
unidade se dd na esfera antepredicativa e ¢ tomada como possivel pela sintese

da consciéncia interna do tempo. Segundo MOURA

/../ pluralidade de individuos precisa ser dada originalmente
na ¢ com a forma de uma “duracdo temporal englobante”, que
justamente torna possivel esta unidade.”'®

Pode-se assim compreender que o experenciar dos determinantes de um
todo, como por exemplo as propriedades e principios essencias, ¢ um
constituir de uma unidade e que os determinantes ddo-se de forma articulada
entre si, e que sdo apreendidos como pertencentes a esse todo, numa relagao
ontica'®.

Em outras palavras, ndo se tem consciéncia das propriedades como algo
independente do todo, embora as propriedades se apresentem de maneira
diferente do todo. Ao compreendé-las na e com a forma de uma duracao da-se
a percepcdo do ato de conhecer o todo através delas. O todo, no universo da
Matematica, enquanto conjunto, tem como determinante as caracteristicas, ou
propriedades dos elementos e enquanto pluralidade as relagdes e leis
operacionais.

As nogoes estruturais, aqui exemplificadas, denotam o nascimento
origindrio da fenomenaliza¢do das estruturas da Algebra no ambito do campo
numero, exemplificados nos trabalhos de GALOIS e DEDEKIND.

Seguindo o caminho da compreensao do objeto temporal e tendo como
mapa o texto-solo construido nessa tese, percebe-se uma modificagdo da
apresentacido das estruturas da Algebra. Elas se ddo como um objeto de

estudo da Algebra nos trabalhos que tém como foco os tipos de uma Gnica

' Idem, ibidem, p. 246.
' Ontico: Se refere ao ente, ao seu modo objetivamente natural de estar no mundo.
Segundo BICUDO em sessdo de orientagio.
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estrutura, exemplificados no fexto-solo nos estudos sobre corpos realizados
por STEINITZ.

Um fato significativo acontece entre as nog¢oes estruturais e a teorizacao
de uma estrutura da Algebra enquanto um objeto de estudo. Da-se uma
inversdo. As propriedades e leis que delineam a estrutura, gerando as nog¢odes
estruturais, sdo tomadas como axiomas que podem ser articulados por um
sistema logico [25 P1] e [26 P1]. Isto mostra a caracteristica integradora
relacional das estruturas da Algebra extrapolando o territério até entdo
ocupado por elas. E a Algebra adentrando o territorio da Logica Formal.

A apresentacdo das estruturas da Algebra como um objeto de estudo,
absorve essa inversdo, porém conserva a relagdo Ontica com a regido
numérica, pois a caracteristica do corpo permanece vinculada as dos
numeros, denotando suas leis essencias como axiomas [ 42 P1], deixando a
mostra um novo modo de doac¢do das estruturas da Algebra. Isto é realizado
de tal forma, que o trabalho de STEINIZ ¢é considerado como o fim da
axiomatizagdo da Algebra Classica [24 P1].

As estruturas da Algebra como objeto de estudo tém a finalidade de
reunir todos os tipos de corpos [22 P1] numéricos. A sua caracteristica
integradora relacional tem como instrumento central a caracteristica do
corpo e de sua extensdo. A extensdo ¢ expressa em termos da relagdo de
inclusdo, que busca estruturas “menores” do mesmo tipo que as estruturas
“maiores” em analogia com as relagdes de estruturas de tipos diferentes
realizada por WEBER [28 P1], no sentido de delinear o corpo minimo que
quando extendido por um numero limitado de vezes, pudesse delimitar o
corpo maximal. Isto indica a caracteristica delineadora de fronteiras das
estruturas da Algebra [23 P1] agora ndo mais no dominio dos nGmeros
propriamente, mas dando-se no dominio de estruturas [27 P1], podendo-se
entdo, definir a fronteira de um conjunto numérica em termos de uma
extensdo maximal. As estruturas da Algebra tornam-se, assim, um recurso
definidor de fronteiras, suprindo as irracionalidades que vao se fazendo
presentes no campo numérico [4]1 P1] conforme descrito anteriormente. Essa
apresentacio das estruturas da Algebra presentifica a sua caracteristica de
poder ser uma variedade matematica absoluta por estar sustentada por uma

teoria sintaticamente completa [44 P1].
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Construida essa etapa da objetivacdao na construgao/produgdo das
estruturas da Algebra que teoriza cada uma das suas estruturas vislumbra-se
a possibilidade de um novo nivel de relacionamento, agora entre as
variedades. Assim, as estruturas da Algebra tornam-se tema da Algebra. Esse
salto de objetivagdo pode ser visto nos trabalhos de NOETHER.

A apresentacio das estruturas da Algebra como tema da Algebra tem a
finalidade de unificar as espécies de estruturas em torno de um principio que
lhes fossem genuino e essencial. Isto mostra sua caracteristica de integradora
relacional [17 P1]. Esse principio ¢ o da unicidade da fatoracdo em anéis que
origina uma Teoria Multiplicativa de Ideais [19 PI1]. Essa apresentacao
tedrica, fundada nas circunstiancias numéricas, subsidia a formalizacdo da
Algebra como espécies de Algebras [18 P1], como uma teoria de variedades.
Essa teoria é concebida como uma teoria que abrange todas as teorias de uma
unica estrutura [43 PI1]. Isto deixa transparecer o carater das estruturas da
Algebra de serem recurso, pois através delas pode-se transferir principios de
um dominio estrutural para outro [20 P1], [21 P1] abrindo a possibilidade de
um outro nivel de objetivacdo que trata do nuclear das relagdes.
Concomitantemente, estabelece-se o limite da formalizacdo do dominio
numérico. O carater de delineador de fronteiras das estruturas da Algebra
mostra-se agora como sendo um divisor de regides matematicas teorizavéis.
Os objetos formais dessas teorias constituem a forma que é composta pelos
componentes essencias dos objetos especificos da regido teorizada [45 P1] e
que conserva uma relagio ontico/ontolégica'® com eles.

A apresentacdo das estruturas da Algebra no trabalho de VAN DER
WAERDEN, deixa vir a tona o seu carater de recurso no seu mais alto nivel
de objetivacio no campo da Algebra que é o de se tornar um método
algébrico. Sua finalidade ¢ a de compilar o conhecimento algébrico até entdo
desenvolvido segundo a abordagem estrutural [11 PI1], ja& construida. Os
invariantes estruturais descritos nos trabalhos anteriores, conforme as
respostas do texto-solo, se conservam [12 P1], [13 P1], [14 P1], [15 P1] e [16

P1] embora sejam apresentados de forma hierarquicamente axiomatica.

7 Ontico: Se refere ao ente, ao seu modo objetivamente natural de estar no mundo.
Ontoldgico: abertura a compreensdo do ser ente. Segundo BICUDO em sessdo de
orientacao.
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O modo de se doar das estruturas da Algebra na Matematica ocidental,
pode ser pensado como sendo o seu por vir. Ali, ela se torna tema da
Matematica [2 P1] e tem como finalidade prover uma fundamentacdo para
todo conhecimento matematico [1 P1] e [7 P1], conservando a expectativa de
seu carater integrador relacional expressa em termos de conceitos [3 P1], [4
P1], [9 P1], de caracteristicas das relagdes e da linguagem [5 P1], [6 P1] ou
ainda como transmissdo de principios ou estratégias utilizadas no
desenvolvimento das estruturas da Algebra [ 7 P1], [8 P1]. Pela abordagem
estrutural a Matematica ganha espacos aplicativos que transferem a idéia de

estrutura matematica para outras regides de inquérito [10 P1].

1.2. NA PERSPECTIVA DO PRESENTE VIVO: O SISTEMA DE
REENVIO

Se o sistema de reenvios que estd na
origem da experiéncia é costurado pelo

2

“a priori sintético”, este a priori ¢
aquele que se descobre na consciéncia
constituinte do tempo.

Carlos Alberto Ribeiro de Moura

Da andlise das respostas a pergunta Qual é o modo de ser das estruturas
da Algebra? na perspectiva dos agoras compreende-se os modos de doar-se
das estruturas da Algebra que se expressam em seus invariantes estruturais
como integrador relacional, delineador de fronteiras e de ser recurso que se
dao entrelagados as finalidades de sua construcdo nas fases temporais de
agoras e de agoras-passados. Esse entrelacamento ¢é constituido pelas
caracteristicas do agora e pelo rastro de modificagdes deixadas ao longo do
tempo que expressam a madura¢do das conquistas matematicas. Tecer uma
unidade da multiplicidade de fases temporais é tecer a andlise na perspectiva
do presente vivo.

Falar das estruturas da Algebra como sujeito a um processo de

madurag¢do ¢ assumi-lo em seu modo de ser enquanto um ser que ¢ € que se

148



constitui no ir sendo ao dar-se. O ir sendo ao dar-se descreve a formacgao
desta idealidade nao como um conteido que se renova, se modifica e se
transmite por uma forga vital prépria, mas como constructo que se constitui
no fluir de intencionalidades, de opinides formadas que ndo devem ser vistas
somente no individual, mas também no todo de sua construg¢do/producido e no
tempo histéorico. Um todo que contemple o contetdo, a validacao deste
conteudo e a validade de ser do modo de validacdo, que descrevem o seu
modo originario de ser ¢ o modo da Modulagdo a que pertence. A Modulacao
revela o ir sendo do mundo, como algo validado em nossas vidas, ou seja,
com seu sentido dntico espago-temporal de mundo real.

No caso especifico do contetdo estudado nesta tese, a Modulagdo ¢
entendida como a ciéncia Matematica ¢ o modo da Modulagdo como sendo o
modo estrutural da cultura ocidental de construir/produzir essa ciéncia.

Por tratar-se aqui de um conteudo que ja ¢ conhecido no presente atual,
ele serd explicitado na certeza de um ver claro que o produziu, pois ele esta
sendo dado como constructo-passado validado no fluxo do tempo e
consolidado no fluxo de madura¢do, mostrando-se como um presente em
fluxo, permanente e presente. Essa permanéncia mostra que as estruturas da
Algebra estio em concordancia com o ir sendo do mundo e com o significado
da Matemadtica para a prdxis que se destina.

A praxis se da, em primeira analise, no ambito pessoal ¢ estd ligada a
comprovag¢oes do vivido. Somente pela praxis pode-se realizar e confirmar
algo. Mesmo que a comprovagdo seja para satisfazer um unico individuo,
aquele que intuiu.

Para HUSSERL, as comprovag¢oes sao sinteses identificadoras do que foi
apresentado de antemao como um por vir, em ato de percepcao. Uma vez que
0 por vir mostre-se “ser real” ou “ser assim” na prdxis iSso permanece no
fluxo da vida.

Por outro lado, estamos relacionados com o ir sendo do mundo € com o
seu horizonte de possibilidades. O mundo ¢, portanto, uma possibilidade de
experiéncias, ndo sO para novas apresentagdes mas também para novas
concordancias. Uma das bases que faz a amarragdo de sentido de experiéncia

e concordancia ¢ a finalidade.
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Finalidades sdo finalidades para a experiéncia de mundo (no
minimo, necessarias no nivel mais baixo). Elas mostram por
um lado o sistema do juizo pratico, e por outro lado um modo
proprio de ir sendo, ndo ir sendo de mera experiéncia, mas ir
sendo de aspiracdo (Zielung) pratica. Uma finalidade ¢ ir
sendo, ¢ identificavel, tem seus modos de dar-se subjetivos,
que sdo identificaveis, e finalidade como ir sendo penetra na
corrente de experiéncia como ato do querer — vivenciavel.'®

Conforme foi constatado na analise das estruturas da Algebra tomada
como um objeto temporal, as finalidades internas do corpo do conhecimento
matematico modificam-se a cada fase temporal apresentada, deixando a
mostra o seu ir sendo em torno dos invariantes estruturais que revelam as
caracteristicas de integrador relacional, delineador de fronteiras e de ser
recurso, proprias das estruturas. Esses invariantes modificam-se segundo a
finalidade, formando wuma unidade de fluxo que mantém em suas
temporalizacdes uma correlagdo entre as fases como aquela do condicionado
com a condigao.

As finalidades apontadas no texto-solo encontram-se claramente
relacionadas com a prdxis pessoal de matematicos, impulsionados pelos seus
quereres, buscando comprovagdoes para o por vir, posto nas finalidades, em
concordancia com o ja validado por outras finalidades, construindo um fluxo
coerente de comprovagoes que transmitem sentido da experiéncia.

As estruturas da Algebra quando analisadas na perspectiva husserliana
conservam o seu sentido no mais intimo das agdes humanas. As estruturas sao
reveladoras de movimentos vitais em torno de invariantes entrelagcados com

uma prdaxis tedrica.

Toda praxis, também a tedrica, pressupde o fluxo apodidico ¢
imutavel em seu estilo e o mundo ingénuo validado. Toda

18 Zwecke sind Zwecke fiir die Erfahrungswelt (mindestens in unterster Stufe notwendig).
Sie bezeichnen auf seiten des Ich das System der praktischen Gerichtetheiten, andersseits
eine eigene Art von Seienden, nicht Seienden aus blosser Erfharung, sondern seiend aus
praktischer Zielung. Auch ein Zweck ist Seiendes, ist Identifizierbares, hat seine
subjektiven Gegebenheitsweisen, die selbst identifizierbar sind, und Zwecksetzung tritt im
Erlebnisstrom zwar als Willensakt auf — eslebnismissig -/../ HUSSERL, Edmund.
Schichten des Weltbewusstsein (13. Juni 1936). Ergidnzungsband texte aus dem nachlass.
In die Krisis der Europdischen Wissenschaften und die Transzendentale Phinomenologie.
Band XXIX. Husserliana. Dordrecht/Boston/london: Kluwer Academic publishers, [s/d].
p. 256.
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opinido de mundo pressupde a estrutura apodidica do fluxo e o
mundo ingénuo validado nele como solo.'”

O proprio apodidico ¢ também uma forma de validacdo que mantém o

sentido de ser da forma Ontica de mundo

“como um nucleo, um campo de mundo explicito, acordado e
apresentavel da atual unanimidade, com a poténcia de se
repetir. Esse ¢ o nucleo, um horizonte de aperfeicoamento de
modifica¢des através da modulagio de qualquer tipo.”'™

A unidade da Modulacdo se forma do incompleto em direcdo ao seu
aperfeicoamento. As mudancas se ddo de forma gradual, como conhecimento
do vir a ser da mesma coisa. Os agoras da Modulacdo Matematica sdo
momentos de superag¢do. Eles doam-se como um nucleo de unanimidade
continuada — para o horizonte de possiveis modos da Modulagdo, e que
sempre sao relacionadas apodidicamente ao ja& habitual e a unanimidade
continua.

Com isto, pode-se afirmar que as finalidades, enquanto expressdes do
por vir das estruturas da Algebra, sio determinantes do modo de doar-se dos
invariantes estruturais da prdxis teorica. Sao elas que direcionam a
construgdo/producdo das estruturas da Algebra ao articular o sentido da
experiéncia e as concordancias até entao estabelecidas.

Experiéncias e concordancias que se mostram no fildo do conhecimento
matemdatico exposto no texto-solo sobre a construcdo/producdao do
conhecimento das estruturas da Algebra, relacionados ao sentido de namero,
apresentados em modos de doa¢do como propriedades, principios essenciais e
que sdo conservados nos modos de validagdo/comprovacdo efetuados pelos
matematicos ao se inspirarem no trabalho de seus antecessores. Como o fez

NOETHER ao buscar artificios validados no campo numérico realizados por

' Alle praxis, auch die theoretiche, setzt den apodiktisch in seinem Stil unveridndlichen
Strom und die naiv-geltende Welt voraus. Jede auf Welt beziigliche meinung setz die
apodiktische Struktur des Stromes voraus und die in ihm demgemiss naiv-geltende welt:
als boden. Idem, ibdem, p 266.

70 /.../ als Kern ein anschauliches und geweckt vorstelliges Weltfeld der aktuellen
Einstimmigkeit und mit potentierller Wiederholbarkeit. Diese ist der Kern einen Horizont
der Vervollkommeung der Wandlung durch modalisierung jeder Art. Idem, ibdem, p. 264.
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DEDEKIND, para explicitar validagdes no campo das estruturas da Algebra,

constituindo o seu fluxo de maduracdo.

2. AS ESTRUTURAS DAS PRESENCAS - ESTRUTURAS DA
ALGEBRA-SER HUMANO

Dada a intrinsica correlacdo entre finalidades, modos de doar-se e
temporalizagdo, conserva-se na andlise da categoria As estrutura das
presen¢as — estrutura da Algebra-ser humano a perspectiva dos agoras
delineados na categoria de modos de doacdo das estruturas da Algebra
que descrevem as estruturas como nog¢oes estruturais, como objeto de estudo,
como tema e como método e, posteriormente, na perspectiva do presente vivo.

Essa categoria constitui-se em torno das respostas a pergunta: como se
dio as estruturas das presencas das estruturas da Algebra e do ser humano?
A andalise a ser aqui realizada busca compreender as sinteses a priori, O
Apriori estrutural posto no mundo e as fung¢des intencionais que constituem
as sinteses de identidade das estruturas da Algebra nos agoras levando em
conta as retencdes e protensdes temporais, assim como também a sintese de
identidade total do objeto - o Apriori universal historico. Essa analise
contempla as sinteses do discreto e do continuo, no ato de percepc¢do, no
Apriori estrutural, assim como também no presente vivo no Apriori universal

historico.

2.1. NA PERSPECTIVA DOS AGORAS: APRIORI ESTRUTURAL

A anéalise na perspectiva dos agora se coloca como possivel no ato de
percep¢do porque na passagem do objeto para sua propriedade ndo ha
mudang¢a de tema. O objeto permanece no foco intencional. Assim quando o

ser humano passa da consideracdo do objeto a compreensdo da propriedade
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/.../ se o objeto ndo esta mais “dado” na sua intencionalidade
atual, ele permanece todavia “retido” ¢ assim “quase presente”
a consciéncia. Gragas a isso, o “objeto total” permanece
sempre aquilo que este eu apreende. O ego estd continuamente
dirigido a esta apreensdo total do objeto, e as apreensdes
parciais das propriedades se recolhem com a apreensdo total,
de tal maneira que através de cada apreensdao parcial nos
apreendemos o “todo”, na medida em que no recolhimento ele
“ultrapassa” a propriedade apreendida e existe para a
consciéncia nesse proprio ultrapassamento. E a cada momento,
pelo mesmo processo da retencdo, a propriedade € incorporada
ao substrato, quando se passa para a apreensdo de uma outra
propriedade. (op. cit., p. 13) "

Vé-se, assim na citacdo de HUSSERL, explicitada a percep¢do de um
objeto e de suas propriedades, como uma constituicdo de sentido que ¢ uma
compreensdo articulada em termos de retencdes e protensdes, do visivel ao
invisivel, constituindo a unidade da percep¢dao que ocorre no pré-reflexivo.
Essa compreensdao ¢ também estar em relagdo e designa uma objetividade
categorial, portanto, percep¢do de conjunto.

Nesta perspectiva da percepg¢do de comjunto pode-se compreender o
trabalho de DEDEKIND, ao tomar as propriedade numéricas ja conhecidas e
transforma-las em defini¢do [15 P2], [16 P2], assim como também o trabalho
de GALOIS ao agrupar as raizes de uma equacdo em termos de permutagdo de
seus coeficientes [18 P2], como um trabalho que tem seu primado no ato da
percepcdo de conjunto, que ¢ intuicdo enquanto aponta para um por Vvir € se

relaciona com o horizonte de futuro.

Uma pluralidade de individuos s6 pode estar presente a uma
consciéncia “em conjunto” e na “unidade de uma intuicdo”, se
uma temporalidade originaria envolve esta pluralidade em uma
unidade, segundo os modos do simultidneo e do sucessivo.
(Husserl (1954), p. 182).'"

Segundo MOURA, os individuos ao doarem-se como pluralidade
constituem uma unidade sensivel em torno da forma sensivel originaria - 0s
invariantes estruturais, porque a temporalizagao tem as fun¢des de apresentar

individuos e de uni-los em uma unidade de conexado.

I Cit por MOURA, Carlos Alberto de. Sensibilidade e entendimento na fenomenologia.
Op. cit., p. 246.
2 Idem, ibidem, p. 246.
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DEDEKIND toma as propriedades numéricas como determinantes do
conjunto numérico e¢ dé& inicio a uma maneira particular de definir e de
referir-se aos objetos matematicos, fazendo surgir nog¢des estruturais que
tinham como finalidade compreender os numeros em uma fundamentagdo
puramente aritmética [14 P2], [19 P2] e [20 P2] ou como uma livre criagdo
por meio das leis operacionais que os unem [15 P2]. Por outro, GALOIS,
percebe permutacdes nos arranjos dos coeficientes da equagdo, introduzindo

um novo método de resolucdo de equacgdes.

Na clareza, o surgimento do dar-se explicito ¢ o mesmo que
dar-se em seu modo de doac¢do. E os modos de dar-se sao
modos de maturagdo originaria: modo originario do que esta a
mao, presentacdo, recordacdo como dar-se de ter sido,
esperanga como ver claro, ver antes, dar-se antes como
compreensdo, compreender um dado como ele proprio. '

Da andlise fenomenoldgica da percepcdo pode-se compreender a estreita
ligacdo que héd entre os modos de doar-se e 0 modo da madurag¢do originaria.
A1 estd implicita uma identificacdo do ser em seu ir sendo, do ir sendo ao
dar-se em suas formas visiveis ou invisiveis, explicitas ou implicitas, do ser
em seu ir sendo compreendido. Essa identificacdo ¢ bastante evidente entre
alguns sistemas simbdlicos e seus sistemas conceituais. Como por exemplo:
0s conceitos musicais e seu sistema de notag¢dao ou o sistema conceitual de
nimero e do sistema de numeracgdo [24 P2] que apresenta os numeros em uma
unidade de conexdo. Os simbolos numéricos, enquanto articulados em torno
do sentido de nimero podem ser pensados como apresentacdo dos numeros em
seus modos de doacdo: enquanto numero e enquanto conjunto, um todo
numérico articulado em torno das propriedades numéricas ou relagdes
numéricas. O sistema numérico como uma constru¢cdo da Modulagao
Matematica de mundo, vai sendo e no ir sendo doa-se como Apriori

estrutural, como a priori sintético das nog¢oes estruturais [17 P2], [15 P2]. As

' In der Anschaulichkeit die Urspriinglichkeit der selbstgebung-anschaulich gleich

selbstgeben in ihren Modis der Selbstgebung. Und Modi der Selbstgung sind Modos der
urspriinglichen Zeitigung: Urmodus Gegenwirtigung, Prédsentation, Widererinneg als
Sebstgebung von vergangenem Seiendem, Erwartung als Anschauung, Vor-Anchauung,
sebstgebung als im voraus Erfassen, Vor-Erfassen von einem Gegenatdndlichen als es
selbst. HUSSERL, Edmund. Schichten des Weltbewusstsein (13. Juni 1936).
Ergidnzungsband texte aus dem nachlass. Op. cit., p. 248.
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nog¢oes estruturais por sua vez vao dando lugar a conceitos estruturais como o
conceito de corpo, que ao ser tratado como objeto da Algebra mostra-se como
objetos de uma pratica tedrica formal [21 P2] que busca explicitd-lo como um
conjunto de corpos reunidos em torno de caracteristicas e por extensdes
algébricas [9 P2], [10P2], [11 P2], realizadas em um numero finito de vezes,
fazendo surgir o conjunto méaximal de numeros em termos de uma
propriedade.

Com isto, constroi-se um todo do objeto ideal nimero, originando o
conceito de variedade formal - em termos de estruturas da Algebra - expressa
por um sistema axiomatico [12 P2], [22 P2]. Segundo a analise
fenomenoldgica esse sistema axiomatico deve ser composto de leis essenciais
expressas em linguagem axiomatica, cujos os simbolos adquirem sua
significagdo plena ao ter-se o sistema sintaticamente definido [23 P2].

O por vir na temporalizacdo das estruturas da Algebra explicitadas como
teorias de uma estrutura como: a Teoria dos Corpos, a Teoria dos Grupos, a
Teoria dos Anéis ¢ dado na Teoria das Estruturas vislumbrada por
NOETHER. Essa teoria ¢ concebida como uma teoria que unifica, por leis
essenciais, todas as teorias de uma estrutura ¢ suas possiveis relagdes [4 P2],
tornando as estruturas o tema da Algebra [3 P2], [5 P2]. Esse tema ao ser
desenvolvido mostra-se ainda como pertencente a mesma Modulacdo — a
Modulagdo Matematica - por carregar e complementar os sentidos
matematicos como aqueles referentes aos numeros primos inteiros, a
unificagdo das 4lgebras em torno da idéia de decomposicdo ou, ainda, ao
estabelecer-se a ordem entre as diferentes estruturas [6 P2], [7P2], [8 P2].

As estruturas da Algebra como método algébrico se da ao buscar definir
as estruturas de certos sistemas algébricos com um conjunto limitado de
dados [2 P2] em termos de propriedades operacionais. Levantando a
possibilidade de wunificacdo de todo o conhecimento matematico [1P2]

tornando-se tema da Matematica.
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2.2. NA PERSPECTIVA DO PRESENTE VIVO: O APRIORI
UNIVERSAL HISTORICO

Propor uma andlise das presencas das estruturas da Algebra e do ser
humano no fluxo da maduracdo é assumir-se o ser consciente de mundo em
continuo movimento. Continuamente, tem-se a percep¢ao da realidade que se

dad como campo perceptivo em forma de unidade.

Todo percebido singular tem na percepcdo continuada, que se
estende no fluxo longe ou perto, cedo ou tarde interrompido,
um movimento proprio e extensivo de doar-se, e
concomitantemente um horizonte de opinides conjuntas de
caracteristicas como aquilo para o qual o real se mostra ou
torna-se mostrado, quando o mesmo j& seria dado como
complementacdo da antecipagdo de horizonte. Isto ¢
originalmente vazio, relativo, indeterminado e somente
exepcionalmente em sobressalto previsto como o por vir
antecipado no doar-se, que ainda esta por ser completado. Para
o qual toda visdao singular de realidade tem uma opinido
conjunta como horizonte externo.'”’

Na perspectiva do presente vivo descrito pela fenomenologia, o
percebido ndo estd enclausurado em agoras particulares. Ele tem um
movimento proprio de doar-se e expor-se em campos perceptivos na forma de
horizontes que comportam pareceres sobre suas caracteristicas ou invariantes
estruturais como sinteses de identidade. Ao analisar as respostas da pergunta
Como se ddo as estruturas das presenca das estruturas da Algebra e do ser
humano? vem a tona o modo de expor-se da idealidade matematica estruturas
da Algebra caracterizada no movimento de sua construcdo/produ¢do enquanto
objeto temporal e investigado no fildo apresentado pelo texto-solo.

Primeiramente, as estruturas da Algebra se apresentam na linguagem do

sistema de numeracdo ¢ de suas operagdes e relagdes, mostrando o campo de

' Jedes einzelne Wahrgenommene hat in der kontinuierlichen Wahrnemung, der im Strom
weiter oder weniger weit sich erstreckenden, bald frither, bald spidter abgebrochen, eine
Bewegung der erweiternden und einigenden Selbstgebung, aber zugleich einen Horizont
der Mitmeinung von “Eigenchaftlichen” als dem, worin das Reale sich selbst zeigt oder
zeigen Wiirde, wenn dasselbe schon selbstgegeben wére in Erfiillung der
Horizontantizipation. Diese ist urspriinglich leer, relativ unbestimmt und nur
ausnahmsweise in vorspringenden Vorveranschaulichungen als das Kommende antizipiert
in einer Selbstgegebung, die doch erst zu erfiillen ist. Zudem hat jede einzelne Anscahung
von Realem eine Mitmeinung als Aussenhorizont. /dem, ibdem, p. 251.
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possibilidades numéricas ¢ o esgotamento de possibilidades de seu sistema
simbdlico, como visto na analise fenomenoldgica dos elementos imagindarios.
Porém, concomitantemente, j4 se anuncia uma nova forma lingliistica [ 13 P2]
de se apresentar como um sistema de axiomas sintaticamente definido.

Essas mudangas-complementares dao-se no fluxo das temporalizagdes
das estruturas da Algebra de muitas maneiras e de forma bastante complexa.
Nem sempre apresentam uma continuidade cronologicamente organizada do
presente ao passado proximo porém, ao perseguir-se as protensdes, 0s
horizontes do por vir, complementa-se ¢ aperfeicoa-se o rastro das retengdes
concordantes.

Os agoras, que possibilitam o ver claro no decorrer das mudancgas, ndo
sdo para HUSSERL, passagens de conteudo a conteudo, pois o por vir doa-se
na forma de perfis. O que sustenta as mudancas ¢ o horizonte aberto pelas
opinides acordadas das caracteristicas dadas nas sinteses de identifica¢do
como forma temporal. Como por exemplo: as sinteses de identificagdo dadas
nas comprovag¢oes. Assim, a substancia da madurac¢do das idealidades ¢
constituida de forma temporal, que se realiza ao ir sendo constituinte e em
construcdo em um sistema de reenvio tecido em torno de invariantes

estruturais percebidos, compreendidos e expressos.

Enquanto a forma temporal une individuos em “unidades de
conexa0”, ela trabalha como o “entendimento escondido” que
instala o “categorial” na experiéncia. Na medida em que a
forma temporal é forma de individuos enquanto eles sao
individuos que duram, ela se confunde com a esfera da
“sensibilidade”. Sensibilidade e entendimento sdo dois
aspectos desta unidade mais profunda que € a consciéncia
interna do tempo. E aqui que se encontra o verdadeiro
“invisivel” que se torna “visivel”, a raiz da “subjetividade”,
em toda a extensdo em que se escande.'”

As estruturas de presenca das estruturas da Algebra ¢ do ser humano se
dio em atos de percep¢do que também ¢ ato de intuigdo. E um encontro do ser
humano com a forma temporal e que sintetiza a unido de idealidades

matematicas ¢ o entendimento que possibilitou e possibilita essa unido. Essa

"> MOURA, Carlos Alberto de. Sensibilidade e entendimento na fenomenologia. Op. cit.,
p. 247.
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forma temporal é presentificada na maturacdo das estruturas da Algebra,
tanto na linguagem do sistema numérico, como na linguagem do sistema de
axiomas vistos como fendmeno. Esses sistemas lingiliisticos matematicos
carregam em suas entranhas invariantes estruturais que compdem e geram a
forma temporal das estruturas da Algebra. Essa forma temporal doa-se na
forma de perfis, como invariantes estruturais, ao ser questionada
hermeneuticamente. Essa forma temporal se dd na percep¢do de conjunto ao
se compreender suas caracteristicas essenciais, ora como caracteristica

numérica, ora como leis essenciais, ora como caracteristica estrutural.

3. 0 MODO DE SER MATEMATICO DO SER HUMANO

As respostas a pergunta Qual é o modo de ser matemadtico do ser humano
na constru¢do do conhecimento das estruturas da Algebra? que compdem
essa categoria serao articuladas na perspectiva dos agoras em torno do tema
de atos intencionais e na perspectiva do presente vivo em torno do tema

consciéncia de Lebenswelt (mundo-vida).

3.1. NA PERSPECTIVA DOS AGORAS: ATOS INTENCIONAIS

Conforme descrito nas categorias modos de doagédo das estruturas da
Algebra ¢ as estruturas das presencas — estruturas da Algebra-ser
humano, a construcdo/produgio do conhecimento das estruturas da Algebra
quando analisadas na perspectiva de seus agoras mostram a madura¢do da
idealidade estruturas da Algebra, como momentos de objetivacdo constituidos
em atos de percep¢do que tém como primado experiéncias e apresentagdes
explicitas e ndo explicitas e mundo constituido do ir sendo como sendo
verdade no mundo, ou seja, ir sendo como permanente em validade.

Enfim, os agoras do movimento da construcao/producao da estruturas da
Algebra, sio entendidos como uma unidade constituida pelas retencdes, assim

como também pelas protensdes que se articulam perfilados em torno da
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finalidade numa amarracao entre o sentido da experiéncia e as concordancias
retidas na Modulacdo Matematica como praxis tedrica. As finalidades,
entendidas como possibilidades de experiéncias, podem ser vivenciadas tanto

por um individuo, quanto por outros, gerando motivag¢do a ser esclarecida.

De uma motivagdo a ser esclarecida, do significado da
modulacdo para a praxis ali determinada, a qual ainda ndo
tenha sido considerada por nods, desperta na vida pessoal
(pensada aqui como a vida de atos e capacidades do eu) a
propria intencdo do querer, em um sentido amplo, inteng¢do
pratica de comprovacgéo.'™

Isto significa que a motivagdo surge enraizada a Modulag¢do, uma vez que
se da na articulagdo do sentido da experiéncia, experiéncia aqui entendida
como vivéncia, e concordancias permanentes. Portanto, a motiva¢do aqui
exposta diz respeito aquilo que faz sentido no recorte de mundo dado na
Modulagdo. Ela tem como pano de fundo o passado, presente e futuro,
enquanto possibilidade do vivido e percebido.

A motivag¢do, como ato intencional que leva ao querer, ¢ explicitada nos
depoimentos dos matematicos estudados em diferentes contextos matematicos.
GALOIS vislumbra na elegancia dos cadlculos com coeficientes de equacdes, a
motiva¢do para buscar suas simplificacdes com a finalidade de encontrar
raizes de equacdes [20 P3] criando a no¢do de grupo. DEDEKIND depara-se
com a impossibilidade de referir-se aos nUmeros por meio de opinides
formadas no 4mago da Aritmética [16 P3] e dai nasce a motivagdo para o uso
de propriedades numéricas [17 P3] procurando abandonar o conceito numérico
mediado pelas caracteristicas geométricas [19 P3]. E mais tarde, ao lidar com
as nogoes estruturais, a motivagdo surge da possibilidade de unir os niimeros
naturais, racionais e inteiros por um principio [18 P3]. No trabalho de
STEINIZ a motiva¢do surge com a possibilidade de obter-se concentragdo de
todos os corpos numéricos conhecidos [13 P3]. Para NOETHER a motivag¢ado

surge, primeiramente, ao perceber a unificagdo de numeros, polindmios,

76 Aus einer aufzukldrenden Motivation, von der Bedeutung der Modalisierung fiir die von
uns hier noch nicht beriicksichtigte  handelnde Praxis her bestimmt, erwidchst im
persdlichen Leben (allgemein sei hier gemeint das ichliche Akt-und Vermdégensleben) die
eigene Willensintention in einem weiteren Sinne praktischer Intention auf Bewidhrung.
HUSSERL. P.255.
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funcdes pelo principio da decomposicdo e, mais tarde, a possibilidade da
conducio deste principio para o ambito das estruturas da Algebra.

A motivagdo pode vir a ser esclarecida. Nela estd implicita uma intencao
de praticidade, que se revela, segundo HUSSERL, como comprovacio:
comprovacao da antecipacao de propriedades, antecipagdo de propriedades de

coisas conjuntas e de suas particularidades.

Comprovagao ¢ sintese de identificacdo do ja validado em
antecipacdo (indu¢do no sentido amplo) com o que é dado
como antecipag¢do complementadora. O intencionado e o dado
conserva na complementagdo o carater de ser efetivo e ser
assim e isto torna-se assim, neste carater proprio, do eu.'”’

No ambito da construcdo/producdao do conhecimento das estruturas da
Algebra, as comprovagdes dio-se no interior da Modulagdo Matematica, na
forma de demonstracdo. As demonstragcdes explicitam as articulagdes do
sentido da experiéncia com as concordancias existentes expressas em nogoes,
defini¢des, construcdo de artificios, axiomas, teorema e métodos que estdo
evidenciados em varios trechos do texto-solo. [2 P3], [3 P3], [5 P3], [6 P3],
[7 P3], [8 P3], [9 P3], [10 P3], [11 P3], [12 P3], [14 P3], [15 P3], [18 P3],
[21 P3] e [22 P3].

Nas demonstracdes estdo embutidas as complementagdes, que constituem
os perfis dados nas fases temporais passadas da constru¢dao/produ¢do e dos
agoras das estruturas da Algebra. Estes perfis sdo construtos humanos, que
tornam-se proprios dos seres que os efetuam e podem revelar um ir sendo do
ser humano, que ¢ ir sendo matematico, que se “fenomenaliza” nas obras
matematicas.

Ao colocar-se em epoché o ser humano, o construtor da obra estruturas
da Algebra, tendo como pano de fundo o texto-solo construido nesta pesquisa,
vislumbra-se um ir sendo matematico coerente com a madura¢do do ir sendo

da Modulacdo Mateméatica em termos de percepcdo, compreensdo, de

""Bewidrung ist identifizierende Syntese des in Antezipation (induktion im weitesten
Sinne) Vorgeltenden mit dem Selbstgegebenen als die Antecipation erfiillend. In der
erfiilllung erhédlt das bloss Intendiert und nun Selbstgegebene den Charakter des
Wirlichesein und Sosein und wird so in diesem Charakter dem Ich eigen. HUSSERL,
Edmund. Schichten des Weltbewusstsein (13. Juni 1936). Ergidnzungsband texte aus dem
nachlass. Op. cit., p. 255.
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constru¢do ¢ manuseio de linguagem, de rigor, de organizacdo ¢ modos de
comprovacdo que buscam e conservam a coeréncia do objeto matemadtico
estudado em cada uma das fases de sua maduracdo.

Essa busca nem sempre ¢ facil ou alcang¢dvel. Podem gerar duvidas,
incertezas e fracassos [1 P3], [4 P3].

Nos modos de comprovag¢do posto nas obras matematicas estao implicitos
os modos de ir sendo do ser humano como construtor de caminhos
matematicos. Isto revela um modo de ser matemdatico do ser humano que ¢
criativo. Essa criatividade refere-se a esfera da fantasia e imaginacao
humanas num sentido amplo, que ndo aquela da visdao fantasiosa, por estar
“intimamente ligada” a uma forma temporal do percebido do mundo. A esfera
da fantasia, onde se presentifica a criatividade humana matematica, ¢
delineada pelo eu ao perceber-se como ser humano sendo na Modulagdo

Matematica de mundo permanentemente validada pela e na intersubjetividade.

3.2. NA PERSPECTIVA DO PRESENTE VIVO: CONSCIENCIA DE
LEBENSWELT

A intersubjetividade analisada na visdo do presente vivo e na perspectiva

do sistema de reenvio de uma Modulag¢ao ¢ descrita por Husserl como:

Minha apresentagcdo de mundo — necessariamente na forma de
uma continua percepcdo de mundo, parecer de mundo como
niucleo e com um horizonte de possiveis pareceres em uma
modula¢do, mediante a qual ¢ conduzida a concordincia da
validagdo, mediante continua comprovagdo propria no nucleo
do parecer — com a capacidade de qualquer repetigdo e
identificacdo, com o sentido da reassuncdo e compreensdo da
validacdo continuada do visto antes, com isto uma
comprovacdo da antecipacdo mediante antecipag¢ao evidente,
que se comprova no nucleo explicito.'”

' Meine Weltvorstellung — notwendig in der form einer stingigen Weltwahrnehmung,
weltanschauung als Kern und mit einem horizont mdglicher Anschauung in einer
Modalisierung, durch die doch zur Einstimmigkeit der Geltung fiithrt, durch stdndige
Selbstbewdrung an dem Kern der Anschauung - mit dem Vermdgen der beliebgen
Wiederholung und Identifizierung, mit dem Sinn der Wiederaufnahme und Erfassung der
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Portanto, na Modulagdao estd implicita uma indu¢do normativa, onde a
praxis se funda e apresenta seus modos de ir sendo. A praxis em fluxo
carrega o Apriori universal historico, a validade de ser da idealidade e os
habitos humanos geradores de comprovag¢des que sao inerentes ao modo como
a Modulacao é contruida em sua maduracado.

Os habitos, entendidos como constelacdo de atos humanos inseridos no
sistema de reenvios, também se constituem ao ir sendo em mudanca de ato,
que expressam o ir sendo do ser humano como permanecido, como apto a

mudanc¢as ¢ como horizonte externo do mundo.

Na minha mudanca de apresentagdo muda-se para mim o
mundo apresentado, ainda que ele se apresente continuamente
como espaco-temporal e em geral em sua estrutura de mundo.
Ele esta na mudang¢a da correcdo e tem uma unidade enquanto
unidade de correcdo.'”

Tem-se assim que as alteracdes ocorridas na madura¢do das estruturas
da Algebra nio s6 dizem respeito a um modo de construir a Algebra mas
também dizem respeito a mudancas de atos ao se comprovar o por vir criando
novas formas de estratégias, de definir ¢ de demonstrar. Mudancas que
também vao concomitantemente ocorrendo neste ser humano que ¢ ir sendo
matemadatico no fluxo como agora, como permanéncia do agora, como agora
em fluxo, como um eu experimentador de mundo em fluxo. O mundo ¢
apresenta¢do e fluida sabedoria de mundo nao somente sendo-validada por ato
de validag¢do no fluxo de uma vivéncia individual, mas no habitual total no
qual o eu ¢ em seu modo de ir sendo com todo mundo e sua historia. A
Modulagdo ¢ o lugar onde as formas de ser ontologicas sdo mantidas

apodidicamente.

/.../ eu sei de antemdo, que o aperfeicoamento da corregdo
(ajuste) antevista tornar-se-a sabido, e futuramente tornar-se-

Fortgeltung des frither schon Angeschauten, dazu indirekte Bestdtigung der Antizipation
durch evidente Antizipation, die sich im anschaulichen Kern bewéart. Idem, ibdem, p.260
""In meinen Vorstellungsverinderungen verdndert sich fiir mich die vorstellte Welt,
obshon sie stdndig vorgestellt ist als raum-zeitliche und in ihrer Weltstruktur Gberhaupt.
Sie steht im Wandel der Korrektur und hat Einheit als Einheit der Korrektur. Idem, ibdem,
p. 263.
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a agora do ir sendo, e isto, que eu agora tenho como mundo em
validagdo ¢ como base da minha praxis, carrega em si um néo-
ser desconhecido, que sera ultrapassado no caminho futuro da
correcdao e que tem evidéncia na validagdo, assim sem fim. Ser
do mundo ¢ internamente sempre relativo: isto ¢, apodidico.'™

Deste ponto de vista as estruturas da Algebra, conservadas em sua
autoctonia, sdo expressoes vivas de um recorte de mundo que revela, ndo uma
outra Algebra que a sua anterior, mas sim, um outro modo de ser matematico,
um outro modo de colocar-se frente a Modulacdo Matematica possibilitando
uma complementa¢do e fazendo surgir uma outra objetivacao das retengdes.
Um modo de ser matematico que assume-se no poder ir sendo horizonte
externo no sistema de reenvio. Nessa analise as perguntas: Quantas formas de
Algebra existem? Qual é a Algebra do meu aluno? Qual é a minha Algebra?
Qual é a Algebra do algebrista? ddo lugar a perguntas que focam diretamente
0o humano em sua praxis: Qual ¢ o modo de ser do ser humano que esta
implicito nos fazeres algébricos? Os fazeres algébricos conservam a forma
temporal da Modulagcdo? Refletem a autoctonia de seus objetos? Seus objetos
apresentam-se em que camada da objetivagdo de mundo?

O tema que permanece no fluxo da constru¢cdo/produg¢dao do conhecimento
das estruturas da Algebra nessa categoria é aquele que diz do, para e ao ser
humano. Homem intencionalmente dirigido ao mundo-vida, que constroi
comprovagoes do por vir de mundo no interior da Modulacdo Matemadtica, que
se modifica nas modificacdes que efetua aprimorando hdbitos e que, ao
voltar-se para o mundo-vida, munido dos aprimoramentos de hdbito,

apresenta-se ao mundo de forma modificada. Esse mover-se no mundo conduz

180/ ../ ich weiss im voraus, dass es voraussichtliche Korrektur-Vervollkommnung erfahren

wird, und Kiinftig wird dieses im kiinftigen Jetzt das Seinde sein, und das, was ich jetzt
gegenwairtig als Welt in Geltung habe und (als) Untergrund meiner Praxis, trdgt in sich ein
unbekanntes Nichtsein, das rest kiinftiger Gang der Korrektur wegstreichen wird und
durchestrichen in Geltung hat, so ohne Ende. Sein der Welt ist inhaltlich immerzu relativ:
das ist apodiktisch. Idem, ibdem, p. 263.
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a abertura de novos horizontes que da a esperanca de podermos ver, o que ha

de mais humano nas possibilidades do mundo que ai esta e € no ir sendo.
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Capitulo V

AS ESTRUTURAS DA ALGEBRA E O COGITO
FENOMENOLOGICO

Sou eu que reconstituo o Cogito
historico, sou eu que leio o texto de
Decartes, sou eu que reconheco ali uma
verdade imperecivel e, no final das
contas, o cégito cartesiano s6 tem sentido
por meu proprio Cogito, eu nada pensaria
dele se ndo tivesse em mim mesmo tudo
aquilo que ¢é preciso para inventa-lo.

Maurice Merleau-Ponty

O pensar, que se revela no movimento da contrucao/produg¢do do
conhecimento das estruturas da Algebra descrito no texto-solo, constitui-se
de atos intencionais que se ddo no encontro do eu com o passivel de ser
pensado no fluxo da madurag¢io da Modulagdo Matematica de mundo.
Caracteriza-se como uma tomada de consciéncia de mundo que tem seu
primado no ato da percep¢do de conjunto de objetos mateméticos ou da
pluralidade dos objetos enquanto unidade.

Esse ato de percepcdo desdobra-se, conforme explicitado nas Categorias
Abertas, em outros atos de ser-consciéncia que efetuam a unificacdo dos
fenomenos revelados no movimento da construcdo/producdo das estruturas da
Algebra em objeto ideal, ou seja, em objeto matematico.

Esse pensar pode ser analisado na perspectiva do eu penso, aquela do
cogito cartesiano, pois ele se constitui de comprovagdes e atualidades sobre
as estruturas da Algebra que estio socialmente concordadas como sendo
aquelas que ndo geram duvidas e que se caracterizam como um agora. Porém
0s agoras na perspectiva fenomenoldgica, diferentemente da visdo cartesiana,

nao sdo agoras isolados, pontos no espago. Os agoras nao sao ultrapassados
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pelos seus agoras precedentes. Os agoras nao deixam de ser presente ao
tornarem-se passado, como os agoras cartesianos. Os agoras na concepg¢ao
fenomenoldgica apresentam-se como multiplicidade de perfis passados e
perfis por vir, constituindo a estrutura do presente vivo como um ser e vir a
ser das estruturas da Algebra, que se apresentam de modo explicito, como ser
ai, revelando o atual, e de modo implicito como potencial, como o inatual e,
ainda, num ver nitido ¢ num ver obscuro.

Dessa forma, ao eu penso, como cogito fenomenologico, enquanto génese
de consciéncia de mundo, estd implicito o inatual do passivel de ser pensado,
que se apresenta como por vir, como verdade de mundo, como concordancia
com o atual a ser comprovada na praxis humana. Portanto, esse inatual ndo
corresponde a ilusdes. Ao contrario, ele tem como potencial fazer parte do

fluxo continuo do presente vivo.

Um eu “desperto”, nds podemos definir como aquele, que
executa no interior do seu fluxo de vivéncias a continua
consciéncia em uma forma especial de cogito; naturalmente
ndo estd aqui sendo pensado que isto comprova esta vivéncia,
ou em geral, que leve a expressdo predicativa e que leve a
bens. Existem também individuos que sdao animais. Para o ser
do fluxo de vida pertence um eu desperto, conforme afirmado
acima, que esta cercado de um meio de inatualidade na
corrente continua de cogitationes comprovadas, meio sempre
pronto, a transformar-se em modo de atualidade, como o
contrario de atualidade em inatualidade.'

Podemos afirmar que o cogito fenomenologico, o eu penso, realiza o
movimento que une o atual, aquilo que estd explicitamente dado, ao inatual,
ao seu por vir e vice-versa. Dentre os atos unificadores realizados pelo eu
penso estd o ato de expressdo. Exprimir ¢ assegurar-se, por meio da
linguagem j& usada, que essa nova inten¢do de ato retome a herang¢a passada;

e num sO gesto incorpore o passado ao presente e funda esse presente ao

81 Ein “waches” Ich koénnen wir als ein solches definieren, das innerhalb seines
Erlebnisstromes kontienuierlich Bewusstsein in der spezifischen Form des cogito
vollzieht; was natiirlich nicht meint, dass es diese Erlebnisse bestindig, oder iiberhaupt,
zu pradikativem Awusdruck bringt und zu bring vermag. Es gibt ja auch tierische
Ichsubjekte. Zum Wesen des Erlebnisstromes eines waches Ich gehort es aber nach dem
oben Gesagten, dass die kontinuierlich fortlaufende kette von cogitationes bestdndigt von
einem Medium der Inaktualitit umgeben ist, diese immer bereit, in den Modus der
Aktualitiat iiberzugehen, wie umgekert die Aktualitdt in die Inaktualitdt. HUSSERL. In:
Uwe C.Steiner. . Op. cit. p. 193.

166



futuro. Assim, todo pensamento construido no fluxo temporal permanece
presente revelando camadas de objetivacdo galgadas pelos eu desperto.

Nessa pesquisa, a no¢do de estrutura ¢ a camada primdaria de objetivacao
no presente vivo das estruturas da Algebra, a qual teve como meio de
inatualidade, ou seja, como meio propulsor, os nimeros complexos e como eu
desperto, DEDEKIND e GALOIS.

Esses homens foram capazes de executar no fluxo de suas vivéncias
matemadaticas um ato de consciéncia, que vai além de um percebido e intuido,
que realiza wuma expressdo predicativa comprovando cogitationes e
possibilitando a complementacdo do ciclo da inatualidade que se projeta a
atualidade. A atualidade, por sua vez, constitui o a priori sintético, que
torna-se solo, cogitatio, meio de inatualidade para outras camadas de
objetivacdo que internalizam as estruturas da Algebra no fluxo temporal da
construg¢do de seu conhecimento como conceitos expressos ¢ validados, que
correspondem a finalidades e assim continuamente.

A analise fenomenolégica da constru¢do/produg¢do do conhecimento das
estruturas da Algebra assim exposta, pode parecer bastante ingénua, pois da a
impressdao de ndo contemplar o inesperado ¢ o duvidoso na vivéncia humana.

Na fenomenologia huserliana, tem-se a firmacao:

Nés entendemos por vivéncia, num sentido amplo, todo e
qualquer encontravel no fluxo de vivéncia, ndo somente as
vivéncias intencionais, as atuais e potenciais cogitationes, as
mesmas tomadas em suas totais concretizagdes; mas tudo o que
for encontrado no momento real nesse fluxo ¢ em suas partes
concretas.'®

Isto quer dizer que a fenomenologia distingue a vivéncia intencional,
como consciéncia de objeto intencional, da vivéncia num sentido amplo. Na
vivéncia, de modo geral, pode-se falar sobre o objetos, pode-se pensar no
objeto. Esses sdo atos de consideragdao que nao correspondem a totalidade dos

modos do cogito fenomenoldgico que tém como meta a vivéncia da atualidade,

'8 Unter Erlebnissen im weitesten Sinne verstehen wir alles und jedes im Erlebnisstrom
Vorfindliche; also nicht nur die intentionalen Erlebnisse, die aktuellen und potentiellen
cogitationes, dieselben in ihere vollen Konkretion genommen; sondern was irgend an
reellen Momenten in diesem Strom und seinen konkreten Teilen vorfindlich ist. Idem,
ibidem, p. 194.
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que transmitem o sentido e os valores da experiéncia, e que também tem como
meta a vivéncia da inatualidade do intencionado, como uma unidade que se da
em atos intencionais. Ao ser desse ato intencional que ¢é o cogito
fenomenologico pertence a possibilidade da mudanca, da corre¢do, ou de
modificagdes coerentes que se ddo na mesma relacdo que o condicionado e a
condi¢ao.

E pela coeréncia das modificacdes que ocorrem na passagem do atual ao
inatual, e vice-versa, no sistema de reenvio, desde o primado da
construgdo/producdo das estruturas da Algebra até o presente histérico é que
se pode afirmar a possibilidade da evidéncia origindria que funda o
pensamento do eu penso ndo como fatos, mas como fatos-valores, dados em
modos de doagdo das estruturas da Algebra no presente vivo e,
conseqiientemente, detectar eventuais desvios de sentido originario, tomadas
de rumos inesperadas e inauténticas da Modulagdo Matematica em seu modo
de ser estrutural.

HUSSERL'® aponta véarias praticas teéricas que esvaziaram o sentido das
féormulas algébricas e formas geométricas que desencadearam irrefletidamente
um processo de mudanca de método nas Ciéncias que vai além da
aritmetizacdo e formalizagdo. Essas mudangas se estendem até a Analise,
Logistica e Teoria das variedades (Ménnigfaltigkeitslehrer), como a Teoria
das Estruturas.

Tanto a Aritmética Algébrica como a Teoria das Estruturas tém uma
utilidade no sistema de reenvio da propria Aritmética Algébrica e da Teoria
das Estruturas, mas também uma utilidade na Natureza matematizada pela
Ciéncias Naturais. Assim, as dreas matematicas estdo sujeitas a interpretacoes
advindas de outras areas de estudo gerando regides de inquérito.

A necessidade da Matematica de se aproximar da Lodgica, o
desenvolvimento da Logica Formal como Teoria das Variedades, juntamente
com a tendéncia cientifica da tecnizagdo do mundo, provocam uma mudanga
que instala no seio das Ciéncias um pensar técnico. Como conseqiiéncia deste

pensar é carreado um desvio de sentido das estruturas da Algebra.

'8 Jdem, ibidem, p.465-470.
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As estruturas da Algebra, como idealidade matematica, vistas como
objeto formal precisamente porque constituem a forma de objetos especificos
da Modulagdo Matematica de mundo, sdo tomadas nessa fase temporal como
hipoteses de trabalho nas mais variadas areas das Ciéncias Naturais para
interpretar regularidades. Déa-se uma inversdo, semelhante aquela ocorrida no
trabalho de HILBERT, ao tomar as propriedades dos numeros vistas como
axiomas, como fatos que ocorrem em um conjunto numérico e talvez, essa
inversdo também reflita uma consonancia com as idéias de HAMILTON de
que propriedades operacionais pudessem vir a definir numeros complexos.

Nessa inversio, as estruturas da Algebra que expressam o fildo principal
dos objetos estudados passam a valer como hipotese, sem qualquer relagdo
ontica/ontoldégica. Elas sdo tomadas como formas vazias passiveis de
preenchimento substancialmente ndo matemadaticos ou ndo essenciais e, mais
grave do que isto, abre-se a possibilidade de essas formas serem preenchidas
de coisas que ao doarem-se ndo revelam um mesmo Apriori estrutural de
mundo como aquele que se apresenta perfilado no meio de inatualidade
propulsor das estruturas da Algebra, os numeros complexos na linguagem do
sistema numérico decimal, causando uma utilizagdo inadequada das estruturas
da Algebra, que encobriu sua autoctonia com o manto do pensar tecnicista.

O presente vivo das estruturas da Algebra revela a relevancia do cdgito
fenomenologico: busca consciéncia de mundo, assume a importancia da
evidéncia primeira incrustada na atualidade das estruturas da Algebra; se
realiza e se presentifica na pratica humana; assume o mundo com
profundidade temporal; retém no agora toda a histéria de mundo; e, como o
fio de Ariadne, ndo permite que nos percamos nos labirintos interpretativos
das vivéncias de mundo e no relativismo do conhecimento absoluto ao

vislumbrar um futuro de mundo, porque a sintese ai presente

/.../ ndo reside apenas em todos os vividos de consciéncia
singulares, e ndo liga apenas ocasionalmente o singular com o
singular; mais do que isso, como ja dizemos antes, a vida total
da consciéncia é sinteticamente unificada. Ela ¢ um cogito
universal, que compreende sinteticamente em si todos os
vividos de consciéncia singulares, com seu cogitatum
universal, fundado em diferentes camadas em multiplos
cogitata separados. Certamente, esta fundacdo nédo significa

uma constru¢ido na sucessao temporal de uma génese, pois ao
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contrario todo vivido singular concebivel apenas emerge em
uma consciéncia total wunitaria sempre pressuposta. O
cogitatum universal é a propria vida universal em sua unidade
e tolg4alidade abertamente infinita. (Husserl (1973), pp. 80-
81).

Ao efetuar-se nessa tese a andlise intencional, que coloca o movimento
da construg¢ao/produg¢dao do conhecimento das estruturas da dalgebra em
epoché, descortina-se um modo de pensar matematico vivo coerente com o
cogito femomenoldgico que abarca o ser humano no mundo, a ciéncia
Matematica no fluxo temporal e a humanidade na Modulacdo Matemadtica de
mundo. O modo de pensar imanente dessa construg¢do/producdo revela um
fluxo temporal tecido por modos de doacdao e modos de intencionalidades. Os
modos de doacdo das estruturas da Algebra revelam-se como invariantes
estruturais que conservam e compdem a sua autoctonia, desde seu nascedouro
no ambito dos numeros complexos até o presente histdérico no ambito da
Matematica. Os modos de intencionalidades sdo, eles proprios, geradores de
atos intencionais, advindos de vivéncias intencionais de Lebenswelt (mundo-
vida) que se desdobram em atos de perceber, de intuir, de imaginar, de sentir,
de querer, de cogitar, de comprovar, de criar, de expressar e de utilizar com a
finalidade de objetivar o mundo em consciéncia. Nesse modo de pensar esta
inclusa (presente) uma pratica que realiza camadas de objetivacdo de mundo
sob o olhar da Modulacdo Matematica no modo estrutural que relaciona
idealidades matematicas pelas propriedades e por principios essenciais.

Retomo a minha perplexidade inicial, aquela que apresentava-se a mim
ainda perfilada nas minhas vivéncias. Percebo que o caminho da superag¢do da
experiéncia negativa da construcdo/producdo do conhecimento das estruturas
da Algebra aparece agora mais nitido quando vislumbrado sob a 6tica do
cogito fenomenologico. A duvida nao esta centrada no por vir como algo do

qual ndo sei nada, conforme Merleau-Ponty,

" MOURA, Carlos Alberto Ribeiro. Sensibilidade e Entendimento na Fenomenologia.
Manuscrito. Revista Internacional de Filosofia. Husserl. Jairo José da silva & Michael B.
Wrigley. Op. cit. p. 231.
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/.../ se o proprio pensamento ndo coloca-se nas coisas aquilo
que em seguida encontraria nelas, ele ndo teria poder sobre as
coisas, ndo as pensaria, ele seria uma ilusdo de pensamento.”185

Penso agora em cada momento de angustia pelos quais passaram os
matemadaticos descritos nessa tese ou naqueles alunos que tiveram ou que
venham a ter um lampejo de compreensdo das estruturas e se colocaram ou se
colocam em estado de duvida, que “implora” uma certeza. Isto pode gerar uma
multiplicidade de pensamentos que tecem consideragdes sobre os proprios

pensamentos, buscando explicacdes em todas as partes, sem tocar o duvidoso.

A certeza provém da propria duvida enquanto ato e nao desses

pensamentos, assim a certeza da coisa e do mundo precede o
. o . 1

conhecimento tético de suas propriedades.'®®

A duvida ndao nos desata da verdade e nao anula nosso pensamento, isto
porque ela esta circundada por um horizonte de mundo que nos convida a
procurar sua resoluc¢do. Assim, a duvida como ato, ¢ o que impulsiona a busca
do como construir o caminho da comprovac¢dao do por vir intuido enquanto
certeza, assim como a busca do como sossegar o impeto da perplexidade do eu
penso, pois, enquanto isto ndo acontece permanece-se em estado condicional,
imerso em um se que tem a profundidade das conquistas humanas alcancadas,
com todo o peso de seu rastro de retengdes, em contraste com a leveza da
protensdo do por vir, do vir a ser que projeta uma busca de um novo patamar
que ndo sO se restringe a um aprofundamento do conhecimento de um
conteido de mundo, mas de mim mesmo enquanto eu desse mundo. Talvez
seja por isso que as vezes os cientistas, pensadores e homens comuns se
cansem de ser no ir sendo e optem pelo ser o ir sendo. E ao se desvincularem
da “calda de retenc¢des”, descuidam de suas culturas, permitindo que surjam
métodos, maneiras e habitos que os coloquem na brisa de um por vir qualquer
e que os desloca e os remete as ndo autoctonias dos constructos temporais
pelos desvios de opinides ao perderem-se no labirinto das interpretagdes sem

raizes de mundo.

5 MERLEAU-PONTY, Maurice. Fenomenologia da Percepg¢do. Op. cit., p. 496.
8 Jdem, ibidem, p. 512.
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O pensar revelado no filao exposto nesta tese sobre as estruturas da
algebra, ¢ um pensar que me pode a presen¢ca de objetos da Modulagdo
Matemaéatica que podem ser unificados por invariantes estruturais, ora como
um individual matemdatico ora como membro de um conjunto matemadatico e
que se doam em sua ultima objetivagdo como um sistema de asser¢gdes que
revelam regras essenciais.

Munida desta compreensdo, retomo as defini¢des de grupo citadas no
inicio desta tese. Percebo na defini¢cdo de MAC LANE a presenca de um rigor
matematico em concordiancia com a andlise do pensar revelado no movimento
da construcdo/producio das estruturas da Algebra e de suas camadas de
objetivagdo. Na defini¢do ha elementos que ddo-se como conjunto, do qual
emergem trés regras. Ser um destes conjuntos é ser um grupo. Caso os
elementos do conjunto sejam fung¢des, tém-se um grupo “abstrato”, o que
denota uma nova camada de objetivacao dos elementos de um conjunto
primario, um novo modo de doar-se dos elementos primarios que compdem-se
como uma funcao.

A defini¢do de grupo dada por MAC LANE mostra-se, nessa analise,
como um agora das estruturas da dalgebra que assume a “cauda de retencdes”
dos agoras evidenciados no texto-solo construido nesta tese, mostrando ser
possivel o encontro de todos os agoras-passados no agora presente. Em
outras palavras, possibilita encontrar a evidéncia primeira no fluxo de
madura¢do € que este encontro se mostra como sendo um encontro revelador

de autoctonia das estruturas da Algebra.
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Capitulo VI

REFLEXOES PEDAGOGICO-CIENTIFICAS DO
PESQUISADO

Este livro iniciado ndo ¢ uma certa
reunido de idéias, para mim ele constitui
uma situagdo aberta da qual eu nao
saberia dar a formula complexa, e em que
eu debato cegamente até que, como por
milagre, os pensamentos e as palavras se
organizam por si mesmos.

Maurice Merleau-Ponty

Sinto-me como um viajante que atravessou desertos, percorreu mares,
voou em céu aberto e mergulhou em profundos oceanos iludido pela miragem
de que, quando tudo tivesse sido percorrido e visitado, pudesse, facilmente,
montar um ramalhete de idéias e solta-lo ao vento. Flores que se
transformariam em pdassaros voadores, que em seu autonomo bater de asas
ganhariam espag¢o e eu satisfeita pudesse recolher-me nos meus espagos
outrora conhecidos. Mero engano! Na minha bagagem de volta, ao finalizar
esta pesquisa, carrego lembrancgas, saberes e impressdes que, assim como fala
Merleau-Ponty, ndo sei dar a formula complexa. Entdo entrego-me ao som do
“tec-tec” do teclado do computador oriundo do meu digitar e aguardo o
milagre da organiza¢cdo de pensamentos e palavras.

A primeira coisa que me vem a mente sdo as protagonistas dessa tese: as
estruturas da Algebra.

Elas ndo se apresentam como algo que flutua sobre os numeros ou que
saem deles. As estruturas lhes sdo proprias, elas lhes pertencem. Um
pertencer que ¢ desde sempre enquanto futuro, presente e passado. As
estruturas da Algebra vio se mostrando pouco a pouco no dmbito numérico.

Elas se dao de forma explicita na Modulagdo Matemdatica como objetos
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individuais, somente quando o nimero atinge uma camada de objetivagdo que
0 expressa como uma totalidade em termos, ndo somente de uma propriedade
numérica, mas também como uma reunido de diferentes conjuntos aos quais
uma mesma estrutura pertence. Isto se dd concomitantemente ao ter explorado
as possibilidades da modalidade lingiiistica que expressava os numeros até
entdo, o sistema de numerag¢do decimal, abrindo-se para uma nova forma de
expressdo, a linguagem do sistema de axiomas.

Isso leva-me a cogitar que as idealidades matemdticas nao se dido a
percepcdao no modo de totalidade, embora cada agora sintetize uma unidade.
O que se tem, no presente vivo ¢ um desenho perfilado de sua formagao
temporal, que engloba perfis passados, perfis presentes e perfis futuros e que
sua coeréncia estd e ¢ transmitida na amarracdo temporal dos perfis enquanto
comprova¢do. Além disto, ao penetrar-se em outras camadas de objetivacao
que se dao por meio da linguagem, hd a possibilidade de esgotar-se os
recursos lingiiisticos impondo a necessidade de outras formas de expressao.
Isto também ¢ constatado nas minhas leituras sobre Historia dos Numeros. Ha
uma constante busca de simbolos e sistemas simbolicos nas civilizagdoes
antigas que culminam no sistema numeral decimal. Porém, os numeros podem
ser expressos em outras linguagens, como por exemplo: os axiomas de Peano,
para os naturais ou a linguagem dos conjuntos em termos de conjunto vazio e
conjunto unitario. Pode-se, entdo, reconhecer nas formas simboélicas valores
expressivos. Nao estou afirmando que o simbolo seja nimero ou que o numero
seja simbolo, mas o simbolo remete-nos as propriedades estruturais dos
numeros e, além disso, eles carregam a coeréncia de suas relagdes, conforme
explicitado na conceituag¢do fenomenologica dos imaginarios.

Essas analises refletidas conduzem-me a sinteses das condig¢des
essenciais para dar-se a apresentagdo das estruturas da Algebra. Como ja foi
explicitado, a percepcdo da estrutura se da ao perceber-se um conjunto'™ que
reuna todos os conjuntos numéricos conhecidos em torno de caracteristicas e
ao desdobrar-se em expressoes lingiiisticas e demais praticas matematicas. O

conjunto percebido e aqui abordado ¢ o conjunto dos nimeros complexos. O

87 Conjunto estd aqui sendo pensado como uma totalidade. Nestas inser¢des tenho a
intencdo de chamar a atencdo para a idéia de conjunto que tem como solo as formas
simbodlicas, sem no entanto referir-me a uma linguagem especifica.
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corpo maximal do corpo dos racionais, que por sua vez contém os naturais e
inteiros. Nesta perspectiva, o conhecimento das estruturas como um objeto da
Algebra se faz lado a lado com a certeza de que os niimeros complexos sdo
um corpo maximal, o que leva a idéia de uma totalidade numérica.

Com essas reflexdes e acrescentando que a estrutura, definida ou néo
definida, ¢ um conjunto e que as propriedades e os principios ndao se dao
isolados de seus conjuntos no ato da percep¢do, uma pergunta se coloca:
podem os aprendizes de Matematica compreenderem as estruturas da Algebra
sem terem compreendido os numeros em seus modos de doacdo, em
intencionalidade de ato que tém como pano de fundo uma intencionalidade de
horizonte?

Como Educadores Matematicos se intencionamos que a aprendizagem da
Algebra seja uma aprendizagem com sentido algébrico, do ponto de vista
desta andlise a reposta a essa questdo ¢: ¢ improvavel que essa aprendizagem
aconteca, pois as estruturas seriam apresentadas desvinculadas da totalidade
perfilada em propriedades que permitem sua percep¢cdo. Muito provavelmente
as estruturas tornar-se-iam formas vazadas que ndo expressam qualquer
sentido de totalidade matematica conhecida, por que nao podem ser
substancializadas por algo matematicamente conhecido em termos de perfis.

A minha fun¢do de professora universitaria mostra que ao educar-se,
tendo como material de apoio a Matematica, evidencia-se, na maioria das
vezes, o pensar técnico, pratico e utilitdrio em detrimento dos aspectos
essenciais da Mateméatica como uma Modulacio de mundo. Penso que o
conhecimento aprofundado e amplificado dos objetos da Matematica, que
englobam técnicas, teorias, analises e reflexdes sobre essa Modulacao,
possam  auxiliar os Educadores Matematicos a exercerem  sua
professoralidade, até mesmo nas acdes cotidianas mais comuns, como por
exemplo, ao decidir qual definicdo vai apresentar aos seus alunos. Como foi
visto na introducao dessa tese, ha diversas maneiras de apresentar um mesmo
conceito. As defini¢gdes podem, ou nao, apresentar os a priori sintéticos € o
Apriori estrutural.

Uma outra questdo que aflora neste trabalho ¢ a que diz respeito a razdo
de ser das demonstragdes matematicas na vida humana. Tenho observado na

cotidianidade de professores do ensino basico e superior que por serem elas
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compreendidas pelo pensar léogico como verdade em si ou pelo pensar
relativista como verdade de adequacao, elas passam a ter pouca evidéncia no
processo educacional principalmente, nos processos que almejam o ensino
pragmatico, sustentado pela argumentacdo de que as demonstracdes se
referem somente ao conhecimento absoluto, ou a uma heran¢a da cultura
grega associada ao pensar platonico.

A razdao da presenca da demonstracdo nos cursos de licenciatura,
analisada no trabalho de GARNICA esta caracterizada pelos seus aspectos
técnicos e criticos. Sucintamente, os aspectos técnicos, dizem respeito as
questdoes de fundamentagdao da Matematica e os criticos as de fundamentagao
da Educagdo Matematica que contempla as questdes da demonstragdo no
ambito educacional. Na opinido do autor essas duas regides nao se

interconectam na pratica docente.

O trabalho com a prova rigorosa, posto que ndo precisa ser
tematizado, € reservado as disciplinas de conteudo especifico,
no que se refere aos cursos de formagdao do professor de
matematica. As disciplinas do nucleo pedagdgico, que
historicamente compoem o cerne da formagao “dispensavel” a
qual o futuro professor tem acesso, teriam o papel de
coadjuvantes, podendo até “tematizar” as demonstragdes, ja
que dificilmente contaminariam o dominio do conteudo, este
soberano.'™®

Entendo que GARNICA chame a ateng¢do, ao expor essas idéias, para a
necessidade de uma aproximagdo dessas duas instdncias evidenciadas,
propondo uma implementacdo da abordagem historico-filoséfica sobre as
demonstrag¢des tanto nas disciplinas especificas quanto nas pedagdgicas.

Vislumbro nas idéias expostas sobre as demonstracdes quando
compreendidas pelo cdgito fenomenologico uma possibilidade de aproximagao
entre as posturas técnica e critica, segundo a minha compreensdao ao ler o
trabalho de GARNICA, pois a razdao de ser das demonstra¢cdes dizem respeito

tanto a Matematica enquanto corpo de conhecimento, enquanto Modulagdo de

188 GARNICA, Antonio Vicente Marafioti. Educa¢cdo, Matematica, paradigmas, prova
rigorosa e formacdo do professor. In: Fenomenologia uma visdo abrangente da Educacgdo.
Op. cit. p. 148.
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mundo ¢ a imagem desse conhecimento enquanto horizonte de mundo para o
ser humano.

Como foi exposto nas Categorias Abertas, as demonstragdes quando
compreendidas pelo cogito fenomenologico, sio de fundamental importancia
para a compreensdo da formag¢do da idealidade atrelada ao seu sentido de
mundo. As demonstragdes, sdo comprovagoes do por vir intuido, transmitem o
sentido total, o Apriori universal histoérico e as concordancias culturais que
expressam concordancias pessoais, pois se diao no intersubjetivo. Nessa
perspectiva, as demonstragdes, por tanto a prova rigorosa por se tratar das
estruturas da Algebra, sio essenciais para a sua compreensdo em diferentes
camadas de objetivacdo e, além disso, para a producdo do conhecimento das
finalidades, hdabitos, enfim, para se exercer o pensar que aflora ao estar em
sua presenga. Nao quero dizer com isso que as demonstracdes devam ser
trazidas a presen¢a dos aprendizes de uma s6 maneira € nem tampouco na
maneira usual. Ao contrario, creio que os modos de demonstracdo nas
camadas de objetivacdo das estruturas da dalgebra possam revelar
possibilidades pedagdgicas ainda ndo exploradas nos fazeres das salas de
aula.

Estou consciente que nas entrelinhas da minha primeira tentativa de
apresentar um possivel caminho para a compreensdo das estruturas da
Algebra esta implicita uma Pedagogia que tenha como fio condutor o cégito
fenomenologico. Embora saiba que esse ¢ um projeto gigantesco, que deva
envolver varios aspectos, pretendo expor o horizonte pedagdgico que agora
vislumbro.

Compreendo como uma de suas camadas o trabalho de investigagdo
realizado na concretude do ser e ir sendo aluno-professor-conteido no mundo.
Contetido, seguindo a orientacio de ZABALA'Y, ¢ tudo aquilo que se tem que
aprender para atingir um objetivo. Nele estd implicito conceitos,
procedimentos e atitudes. Portanto essa é uma investigacdo retrospectiva que
abrange a Matematica enquanto ciéncia, a educa¢do enquanto regidao de
inquérito e as suas possiveis interconexdes. A idéia de que a educagdo possa

ser tomada
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/.../ como um tema de estudo e, a0 mesmo tempo, como 0 pro-
jeto humano que abrange acdes, escolhas, analises, reflexdes e
processos de ensino e de aprendizagem. Pro-jeto que se
estende no fazer e no transfazer de cada um individualmente e
de todos em conjunto, em que o individual e o coletivo néo
encontram limites divisorios mas se interpenetram formando
redes interconectadas.'”

poderd ser estendida a outras camadas. Na perspectiva do cogito
fenomenologico, as redes interconectadas sdo portadores de ntucleos de
sentido de mundo (Lebenswelt) e significados atribuidos pelos individuos que
vivenciam intencionalmente o mundo. Individuos que se colocam em presenga
do mundo e que se abrem para as doa¢des do mundo. Portanto, o trabalho de
investiga¢do retrospectiva tem como ponto fundamental que o professor de
matematica perceba-se no seu ser ir sendo com os alunos, perceba-se no seu
ir sendo no seu ato de dar aula de Matematica, que revela seu modo de ser
matematico e o seu modo de intencionalidade ao compreender os modos de
doacdo dos objetos matematicos. Além disto, é preciso que permanec¢a atento
para o ir sendo do individuo como aluno e no ir sendo matematico do aluno e
seus modos de intencionalidades. Essas vivéncias geram interrogacoes,
estados de duvidas e caminhos de entendimentos, que ao meu ver inauguram
uma Modula¢dao de mundo, que diz do sujeito, da educag¢do, do mundo e da
Matematica.

No horizonte desta Modula¢dao de mundo estd o horizonte de todas as
outras possiveis Modula¢gdes de mundo que tém o intersubjetivo como
fundante de suas objetivacdes e de suas possiveis interconexdes. Ao assumir o
cogito fenomenologico como ser consciente de mundo abre-se a possibilidade
de uma Pedagogia cujo o potencial abarca todas as possiveis Modulagdes de
mundo que se formam na relagdo intencional homem-mundo, que tem como
projeto um trabalho didatico-pedagogico intermodular, que foca a

intermodularidade do conhecimento humano de mundo.

¥ ZABALA, Antoni. A pratica Educativa — como ensinar. Trad. Ernani F. da F. Rosa.
Porto alegre: Artmed, 1998.

0 BICUDO, Maria Aparecida Viggiani. 4 contribui¢do da Fenomenologia a Educa¢do. In
Fenomenologia uma visdo abrangente da educagfo.(orgs.) Bicudo & Cappelletti. Sio
Paulo: olho dagua, 1999, p. 11.
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Caminhando para uma sintese de transi¢do entendo que a perplexidade
que me moveu nesta investigacdo aos poucos foi se desanuviando pela
efetivacdo da analise fenomenoldgica das estruturas da Algebra e da clareira
que se fez ao vislumbrar o significado do cogito femnomenologico que se
desvela na pratica algébrica. Ao direcionar esse entendimento para o fazer do
professor de Matematica, ao estar com seus alunos e com a Matematica, a
Pedagogia se mostra em sua plenitude, solicitando por um trabalho
educacional que assuma a postura fenomenoldgica tanto no que diz respeito
aos aspectos de relagcdo entre pessoas € com a institui¢do escola como com a
construgcdo/producdao do conhecimento, neste caso particular do conhecimento
matematico e suas articulagdes de sentidos e significados percebidos
atribuidos e compreendidos no tempo.

Locomovo-me, portanto, na regido de inquérito da Filosofia da Educacao
Matematica, ndo me subtraindo ao horizonte vislumbrado.

Ao afirmar que essa tese locomove-se na regido de inquérito da Filosofia
da Educag¢dao Matematica tenho em mente o seu movimento de pesquisa.

Ele ¢ filosofico por que realiza uma reflexdo, na qual explicita-se o
estrutural do fenémeno estruturas da Algebra posto na forma de Categorias
Abertas que emergem ao se colocar a constru¢do do conhecimento das
estruturas da Algebra em epoché.

Na articulagdo das Categorias Abertas defronto-me com constatacdes
sobre o pensar que se revela no movimento da constru¢do do conhecimento
das estruturas da Algebra que dizem do ser humano no mais intimo de
possiveis ag¢des desencadeadas ao estar-se na presenca de mundo-vida,
fazendo jus ao pensar husserliano que perseguia a interrogag¢do: como
podemos fundamentar racionalmente a atividade matemadatica no mais amplo
contexto da cogni¢do humana?

Portanto, a tese trata das estruturas da Algebra numa perspectiva
filos6fica, aquela da fenomenologia, que contempla finalidades da Educagdo
Matematica por abordar o pensar estrutural como tomada de consciéncia de
mundo-vida constituida de atos intencionais que tecem uma descricdo sobre a
cogni¢do humana no ambito da Matemaéatica. Nessa perspectiva as estruturas

da Algebra tornam-se tema da educacdo do ser humano e estdo
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interconectadas com objetivos de ensino e aprendizagem que tem como

material de apdio contetidos matematicos.

INTERLUDIO

Tendo em mente tudo que foi exposto nessa tese sobre o movimento da
constru¢do do conhecimento das estruturas da Algebra no ambito da
Matematica, da Historia da Matematica, da Filosofia da Matematica e¢ da
Filosofia da Educacdo, no6s professores de Matematica ndo podemos mais
adotar a postura ingénua de que o simples uso de simbolos e adocdo de
métodos possam transmitir a complexidade da articulagdo atividades
matemadticas/atos cognitivos/finalidades que possibilitam um pensar estrutural
e nem tao pouco negar a importancia desse pensar para nossas vidas uma vez
que ¢ relacional.

Esse pensar, ndo se trata absolutamente de um jogo, de um articulacdo
légica matematica de regras ou de uma articulagdo puramente
interpretativa/associativa de uma linguagem desvinculada da compreensdo que
¢ presenca das estruturas da Algebra em sua caracteristicas fundamentais e
presenca de ser humano em seu potencial intuitivo/criativo. Trata-se de um
olhar que o ser humano lan¢a ao ja conhecido, que é novo por que vislumbra
novos horizontes, porém esses novos horizontes contemplam e tém suas raizes
no conhecimento matemadtico instituido.

Ha, nesse pensar, uma mudanca de perspectiva que engloba outras
perspectivas ja conhecidas, portanto a Algebra Abstrata, por tratar das
estruturas da Algebra, quando assumida numa abordagem fenomenolégica,
nido pode mais ser tomada como uma seqiiéncia natural da Algebra que a
antecedeu. O olhar que se langa as coisas conhecidas é outro, embora o tema
permanec¢a o mesmo e isto queira dizer que algo permanece em fluxo.

Assim, ndo d4 mais para cair de para-queda ndao se sabe aonde, colocar-
se em uma situacdao de construcao de conhecimento tdo vazia e sem chio,
como o ¢ quando as estruturas sdo tomadas como hipdteses, perdendo suas
relagdes Ontico/ontologicas. Isto ¢ levado a tal ponto no ensino que a Unica

pergunta que resta ao aprendiz é: para que a Algebra Abstrata? Onde eu uso
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isto? E nods, professores de Matemadatica, sempre prontos a tornar nossa
disciplina mais aceitdvel recorremos a resposta direta. Recorremos a
aplicabilidade das estruturas. Eu me pergunto: Serd que sob as bases da
aplicabilidade, a constru¢do do conhecimento algébrico estrutural acontece?
O que do pensamento estrutural se incorpora ao ser as estruturas da Algebra
colocadas do ponto de vista técnico/aplicativo?

Essa tese possibilitou-me tecer constatacdes sobre o pensar que se revela
na construcido do conhecimento das estruturas da Algebra que vai muito além
do pensar técnico por que pde em evidéncia a autoctonia das estruturas da
dalgebra. Essa constatagdo solicita um programa de ensino das estruturas da
Algebra que assuma radicalmente a sua génese em sua transmissibilidade, em
seus modos de ser e ir sendo, em seus modos de expressdo, em seus modos de
organizacdo, levando em conta os processos cientificos e cognitivos que as
construiram/produziram explicitados, neste meu trabalho, como camadas de
objetivacdo, para que o movimento de ensino e aprendizagem da estruturas da
Algebra possa estender-se efetivamente a outras regides de inquérito que
tratam de uma formag¢do de ser humano que contempla a consciéncia de
mundo, que gera querer como finalidades, que acrescentem valores
humanitérios a nossa existéncia.

Entendo que a tese ESTRUTURAS DA ALGEBRA - investigagio
fenomenoldgica sobre a constru¢do do seu conhecimento ¢ um fundante, um

inicio de comeco.
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ANEXOS

ANEXO 1
Leitfaden.
Ubersicht iiber die Kapitel der beiden Binde und ihre logische
Abhiangigkeit.
7
Mengen
2
Grygpen
J
Ringe
l
l |
y 6
Folyrome Gryppen

o 4 2 .Mmm W
ﬁmfj Karper Algebra | | Systeme

I
I [ I Ja ]
henicte| \Potmom-| |gewertete| | 77 Golorssohe ' ;
i r . M
ANorper Jdeals Aorper flimination| | Theorve raben Hheorve
Reelle
Airper

189



ANEXO 2

Zweites Kapitel.

Gruppen.

Inhalt: Erklirung der fiir das ganze Buch grundlegenden gruppen-
theoretischen Grundbegriffe: Gruppe, Untergruppe, Isomorphie, Homo-
morphie, Normalteiler, Faktorgruppe.

§ 6. Der Gruppenbegriff.

Definition. Eine nicht leere Menge ® von Elementen irgendwelcher
Art (z. B. von Zahlen, von Abbildungen, von Transformationen) heiBt
eine Gruppe, wenn folgende vier Bedingungen erfiillt sind:

1. Es ist eine Zusammensetzungsvorschrift gegeben, welche jedem
Elementepaar a, b von ® ein drittes Element derselben Menge zuordnet,
welches meistens das Produkt von a und b genannt und mit @b oder
a - b bezeichnet wird. (Das Produkt kann von der Reihenfolge der
Faktoren abhidngen: es braucht nicht ab=ba zu sein.)

2. Das Assoziativgesetz: Fiir je drei Elemente a, b, ¢ von @& gilt:

ab-c=a-bc.

3. Es existiert (mindestens) ein (linksseitiges) Einselement ¢ in ® mit
der Eigenschaft:

ea=a fiir alle a von ®.

4. Zu jedem a von @ existiert (mindestens) ein (linksseitiges) /nverses
a! in &, mit der Eigenschaft

ela=ce.

Eine Gruppe heiBt abelsch, wenn auBerdem stets ab=ba ist (kom-
mulatives Gesetz).
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ANEXO 3

§ 11. Ringe.

Die GréBen, mit denen man in der Algebra und Arithmetik operiert,
sind von verschiedener Natur; bald sind es die ganzen, bald die rationalen,
die reellen, die komplexen, die algebraischen Zahlen; die Polynome oder
die rationalen Funktionen von # Verdnderlichen usw. Wir werden spiter
noch GréBen von ganz anderer Natur: hyperkomplexe Zahlen, Rest-
klassen u. dgl., kennenlernen, mit denen man ganz oder fast ganz wie
mit Zahlen rechnen kann. Es ist daher wiinschenswert, alle diese GréBen-
bereiche unter einen gemeinsamen Begriff zu bringen und die Rechen-
gesetze in diesen Bereichen allgemein zu untersuchen.

Unter einem System mit doppelier Komposition versteht man eine
Menge von Elementen a, b, ..., in der zu je zwei Elementen 4, b ein-
deutig eine Summe a + b und ein Produkt a - b definiert sind, die wieder
der Menge angehoren,

Ein System mit doppelter Komposition heiBt ein Ring, wenn folgende
Rechengesetze fiir alle Elemente des Systems erfiillt sind:

I. Gesetze der Addition.

a) Assoziatives Geselz: a+ (b+c) = (a+d) +<.

b) Kommutatives Geselz: a+b=0b+a.

c) Losbarkeit' der Gleichung a+ x=1> fiir alle @ und b.

I1. Gesetz der Multiplikation.

a) Assoziatives Gesetz: a-bc=ab-c.

II1. Distributivgesetze.

a) a(b+c)=ab+ac.

b) (b+c¢)-a=ba+ca.

Zusatz: Gilt auch fiir die Multiplikation das kommutative Gesetz:

II. b) a-b=b-a,
so heiBt der Ring kommutativ. Vorliufig werden wir es hauptsichlich
mit kommutativen Ringen zu tun haben.
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ANEXO 4

40 III. Ringe und Kérper.

Kaérper. Ein Ring heiBt ein Schiefkorper, wenn
a) er mindestens ein von Null verschiedenes Element enthilt,

b) die Gleichungen

(3)

fiir a = 0 stets losbar sind.

Ist der Ring auBerdem kommutativ, so heiBt er ein Korper' oder
Rationalititsbereich (englisch: field).

Genau wie bei Gruppen (Kap.2) beweist man aus a) und b):

c) die Existenz eines links-Einselements e. Man lése namlich fiir
irgendein a=+ 0 die Gleichung xa=a und nenne die Losung e. Ist
nun b beliebig, so lése man ax=>5; es folgt

eb=cax=ax=2>b.

Ebenso folgt die Existenz eines rechts-Einselements, also die E xistenz
etnes Einselements iiberhaupt.

Weiter folgt aus c) sofort:

d) die Existenz eines Linksinversen a-! zu jedem a0
und ebenso die eines Rechtsinversen, also die Existenz des inversen

Elements iiberhaupt.
Wie bei Gruppen zeigt man weiter, daB aus c) und d) umgekehrt b) folgt.
Aufgabe. 8. Man fithre den Beweis durch.
Ein Schiefkorper hat keine Nullteiler; denn aus ab=0, a0 folgt
durch Multiplikation mit a~! sofort &=0.

| ax=>b,
| ya=b

192



193



	1. A CONSTRUÇÃO DA INTERROGAÇÃO
	2. A EXPLICITAÇÃO DA INTERROGAÇÃO
	1. SOBRE A HERMENÊUTICA FILOSÓFICA
	2. SOBRE O APRIORI UNIVERSAL DA HISTÓRIA
	1. A CONSTRUÇÃO DO TEXTO-SOLO E COMPREENSÃO DA �
	1.1. AS ESTRUTURAS NO PRESENTE HISTÓRICO
	1.2. SOBRE O MOVIMENTO DA CONSTRUÇÃO/PRODUÇÃO �

	2. SOBRE O CIRCUNSTANCIAL MATEMÁTICO PROPULSOR D�
	2.1. UMA ANÁLISE HISTÓRICO-FILOSÓFICA DA CONSTR�
	2.2. CONCEITUAÇÃO FENOMENOLÓGICA DOS IMAGINÁRI�

	1. OS MODOS DE DOAÇÃO DAS ESTRUTURAS DA ÁLGEBRA
	1.1. NA PERSPECTIVA DOS AGORAS: INVARIANTES ESTRUTURAIS
	1.2. NA PERSPECTIVA DO PRESENTE VIVO: O SISTEMA DE REENVIO

	2. AS ESTRUTURAS DAS PRESENÇAS – ESTRUTURAS DA Á
	2.1. NA PERSPECTIVA DOS AGORAS: APRIORI ESTRUTURAL
	2.2. NA PERSPECTIVA DO PRESENTE VIVO: O APRIORI U

	3. O MODO DE SER MATEMÁTICO DO SER HUMANO
	3.1. NA PERSPECTIVA DOS AGORAS: ATOS INTENCIONAIS
	3.2. NA PERSPECTIVA DO PRESENTE VIVO: CONSCIÊNCI�

	BIBLIOGRAFIA
	ANEXOS
	ANEXO 1
	ANEXO 2
	ANEXO 3
	ANEXO 4


